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1 Introduction

1.1 notations

Soit X un espace de Hilbert de dimension finie (que I'on abrége en espace eu-
clidien complexe), on définis les ensembles suivants:

L(X;Y) est ’ensemble des opérateurs de X' dans Y
Pos(X) est I’ensemble des opérateurs positifs semi-définis € L(X; X) = L(X),
plus précisément:

AePos(X) <= Vz e X:2"Az >0
Pd(X) est ensemble des opérateurs positifs définis:
AePd(X) <= Ve e X :2"Axz >0
D(X) est 'ensemble des opérateurs densités:
AeDX) < AcPos(X)et TrA=1

Herm(X') est I'ensemble des opérateurs hermitiens, Pos(X) C Herm(X)
U(X;Y) est ’ensemble des isométries de X' dans Y:

AcUX;Y) « U'U=1d

pour A, B € L(X;)) :
(A, B) est le produit scalaire de Hilbert-Schmidt:

(A,B) =TrA*B
& ce produit scalaire est associé la 2-norme:

| All2 = /Tr [A*A]

introduction Dans ce rapport, nous allons traiter de la notion d’incompatibilité,
de son lien avec le concept de guidage, enfin, nous détaillerons un critére d’incompatibilité.
Le domaine de I'information quantique cherche & exploiter les propriétés quan-
tiques de la matiére dans le but de calculer et de communiquer. pour cela, il faut
traiter avec un maximum de généralité les opérations autorisées. Ces opérations
sont effectuées sur des registres.

Un registre est I’abstraction d’un systéme physique, support de l'information.
A chaque registre est attaché un espace vectoriel complexe (de dimension finie),
muni d’un produit scalaire hermitien (espace complexe euclidien) c’est ’espace
du registre.

L’état d’un registre X est un opérateur densité p € D(X), ou X est I’espace du
registre.



1.2 Opérations élémentaires

les opérations élémentaires sur les registres sont les suivantes:

1) couplage :

Si X7 et X5 sont deux registres d’espace X et Xo, on forme un nouveau registre
(X1, X2) d’espace X1 @ X

Si avant le couplage p € D(X;) et 0 € D(X,) sont les états respectifs de X et
Xo; aprés le couplage, I'état de (X1, Xs) est p® o € D(X) @ X)

2) évolution :

On transforme I’état du registre par une application unitaire U € U(X): si
p € D(X) est I’état avant I’évolution, apres celle ci, ’état devient: UpU*.

3) réjection :

Cela consiste & ignorer un registre, ou dit autrement, & le considérer comme
dorénavant inaccessible (cela permet de modéliser la perte d’information dans
un environnement auquel on n’a pas accés, [9] page 116)

Sip € D(X; ®@Xs) est I'état avant la réjection de X, apreés celle ci, ’état devient
Tra, (p)

Ou V(a, ) € L(X1) x L(X2), Tra, (e ® B) = aTr(B) est étendu par bilinéarité
a tout L(Xl X XQ)

4) mesure :

Si A € Herm(X) est une observable, et si ’état du registre est p € D(X); la
probabilité d’obtenir a valeur propre de A est égale a: p(a) = Tr(pll,) = (p,11,)
ou II, est le projecteur orthogonal sur l’espace propre de valeur propre a pour
A.

1.3 mesure généralisée

On aura besoin par la suite de traiter plus généralement du concept de mesure;
pour cela, introduisons le formalisme des POVM (Positive Operator Valued
Measure)

Un POVM est une famille (P;)1<;<, d’opérateurs positifs (i.e. hermitiens et
avec toutes leurs valeurs propres > 0) telle que:

ZH:Id

1<i<n

Le résultat ¢ est obtenu avec la probabilité Tr P;p =< P;, p >.
De plus, I’état du registre aprés avoir obtenu le résultat i est égal a :

P¢1/2PP¢1/2
(P, p)

Bien entendu, le concept de POVM est équivalent & celui plus familier d’observable,
en fait, on peut montrer que tout POVM peut s’obtenir en combinant les points
1), 2), 3) ci-dessus. plus précisément, on couple le registre X que 'on veut
mesurer avec un autre registre Y tel que: dim()) = n (la taille du POVM), on
applique une évolution unitaire au registre (X, Y'); enfin, on effectue une mesure



projective sur le registre Y. (pour plus de détail, cf [3] page 94, ainsi que [9]
page 110)

1.4 Canaux quantiques

La notion de canal permet de capturer toutes les opérations que 'on peut ef-
fectuer sur un registre.

Par définition, un canal du registre X vers le registre Y est une application
linéaire @ : L(X) — L()) telle que:

a)® préserve la trace, i.e.

VA € L(X), Tr(®(A)) = Tr(A)

b)® est complétement positive.
i.e. pour tout espace euclidien complexe Z et pour tout opérateur positif
A €Pos(X®Z),on aque: (PIdz)(A) € Pos(Y ® Z)

1.5 Représentation de Stinespring

Propriété 1. Soit ® : L(X) — L(Y) une application linéaire. @ est un
canal ssi il existe il existe un espace euclidien complexe Z et une isométrie
AeUX,Y® 2Z) tels que:

VX € L(X) : ®(X) = Trz(AX A¥)

Pour une démonstration, cf [8] corollaire 2.27
Cette propriété implique que tout canal peut s’obtenir en combinant les opéra-
tions élémentaires de couplage (avec le registre Z), d’évolution unitaire (A) et
de réjection (du registre Z)

2 Incompatibilité

2.1 incompatibilité des mesures :
Deux POVM (4;)1<i<m et (Bj)i<;<n sont dit compatibles s’il existe un POVM
(Cij)i<i<m,1<j<n tel que:

VJ Z Ci,j :Bj

1<i<m
Vi : E Ci,j = Ai
1<j<n

Par définition, deux POVM qui ne sont pas compatibles sont incompatibles.
voir [10]



Une définition équivalente de la compatibilité est la suivante:
Soit {fta,x}1<a<n et 1<o<m € POs(X), tel que:

Ve e {l,..,m}: Z Ha,p = 1d

1<a<n

(c’est une famille de POVM paramétrée par x) Cette famille de POVM est
compatible ssi il existe un POVM {Bj }1<x<r, et une loi de probabilité p(a|z, \)
tels que:

Y(a,z) € {1,...,n} x {1,....m} :

u(a,:r) = Z p(a|sc,)\)B>\
1<ALL
2.1.1 exemple de mesures incompatibles :

En dimension d = 2, un exemple simple de POVM incompatibles est le suivant:
On pose A1 = |0)(0], 42 = |1)(1|
Ainsi que: By = |[4+){+]|, B2 = |-){—|
avec: |+) = %(\0) +11))
On cherche C,1,C 2, Cs 1, Cs 2 opérateur positifs tels que:

Cip+Cia=4

Cii+Con =8B

Ci11+Ci2+Co1+Coo=1d

La premiere égalité implique que Im Cy 1 C Im |0) (0| (voir le prochain lemme)
et donc que Cq,; = A|0)(0] pour un certain 0 < A <1
Or, on doit avoir pour la méme raison Ci 1 = p|+)(+|
:>/~L:)‘:0:>Cl7120
Pour la méme raison, Cy 2 = 0 et donc: |0)(0] = C11 4+ C1,2 =0 d’ou la contra-
diction.

Lemme. Soit A, B et C éléments de Pos(X) tels que: A+ B = C, alors:
ImC=ImA+1ImB

preuve. en effet, en utilisant ker A = (Im A)l et :
ImC=ImA+ImB
<« (ImC)* = (ImA+ImB)*
or (V+W)" =vLtnw done:
<= kerC =ker ANker B

il suffit donc de vérifier cette derniére égalité:



zekerC < Cx =0 < 2°Cz=0
<~ Az +2*Bx =0
< Az =2"Bzx =0

<= Ar=Br=0 < x€kerANkerB

2.2 incompatibilité des canaux

Deux canaux ®; : L(X) — L(Q4)
et &y : L(X) — L(J»), sont dit compatibles s’il existe un canal ® : L(X) —
L(Y1 ® )s) rendant le diagramme suivant commutatif:

LX) —22 L)

| e

L)) <T3,2L(y1 ® V)

2.2.1 exemple: le théoréme de non-diffusion.

Ce théoréme affirme que ®; = &, = Id(x) sont incompatibles.
Plus précisément:

Propriété 2. Soit un canal ® : L(X) - L(X ® X) et deux états p1,ps € D(X)
inversibles tels que Tri(®(p1)) = Tra(P(p1)) = p1 ainsi que: Tri(P(p2)) =
Tro(®(p2)) = p2 ; Alors, [p1,p2] =0

voir [7]
Nous allons démontrer ce théoréme en plusieurs étapes, commencons par intro-
duire la notion de fidélité ainsi que ces propriétés élémentaires.

Fidélité
Propriété 3. Par définition:
Pour p1,p2 € D(X) :

/ 1/2

1/2
F(p1,p2) = Tr\/ py’ " p1pg

On a les propriétés suivantes (admises, pour les preuves, voir [8] proposition
3.12):

F(po,p1) =1 <= po=p1
F(po,p1) =0 <= Impg L Imp;



YU € U(X), F(UpoU*,UprU*) = F(po, p1)
F(po ® 00, p1 ® 01) = F(po, p1)F(00,01)
Propriété 4. Vpg,p1 € D(X)

F By) E
(po, p1) = {Erﬁ;rolvmzx/pm o)V (1, Ev)

preuve. Pour tout POVM {E,}, et pour tout U unitaire:

> Vpo Eo) v/ (o1, By)
b

= V/Tr(poEy)\/Tx (p1 Ey)
b

= Z \/Tr [Up(l)/QEbp(l)/ZU*} \/Tr [p%ﬂEbp%/Q}
b

1/2 1/2 1/2 1/27,, 1/2 1/2 1/2 1/2
:Z\/<Eb/ Po/ U*va/ Po/ U >\/<Eb/ Pl/ va/ P1/>
b

par Cauchy-Schwarz:

Z’ 1/2 1/2U* 1/2/)1/2)‘
b

_ Z ‘Tr [Upl/z 1/2E;/2pi/2} ‘
b

> ST [Uny 2Bt | =
b

e [ves o1

or, il existe U unitaire tel que: Up,, 1/2 1/2 ;)1/2p0p1/2 (cela se voit en écrivant

la décomposition en valeurs singuliéres de Po/ 2t/ of [8] théoréme 1.6)

= > Voo, E)V/(pr, By) > Tr 12 pop’* = Flpo. p1)

Montrons que cette borne est atteinte:

Soit M = p; T2 P1 1/2 Po pl/ > > 0 Considérons la décomposition spectrale

de M:
M =" up[b) (b
b

avec Vb : pup > 0 et |b) base orthonormée.
on défini: Ep = |b)(b], on voit que (Ep) est un POVM.



on a: ME;/2 = ,ubE;/Z(Vb)

Soit U € U(X) tel que: Upé/Qpi/2 = \/pi/zpopi/z

On a alors: e 1/
Py / UPO/ =M

N pfl/QUp(l)/QE;/z _ MbEg/z

donc: 1/2 ~1/2 1/2 ~1/2
Upy/*Ey/* = mopy > B,/ (b)

on a donc la condition d’égalité pour Cauchy-Schwarz,

‘(Ei/Qpé/QU*

[t = |t 201 o

— \/Tr |:Up(l)/2EbP(l)/2U*} \/Tr [Pi/QEbpi/Q} = ‘Tf {UpéﬂEbPi/z”

1/2 51/2 ~1/2 1/2
T [Uny* By By %01 |

1/2 21/2 21/2 172
= ‘Tr [#bm/ Eb/ Eb/ Pl/ H

= |uwp Tr[p1 Eb]| = pp Tr[p1 Ep]
" ——
>0 >0
donc:

S VBT B = > Trlpun B = Y T [Upt*Bupy?]
b b b

=T [Up(l)mpi/z] =T { Pi/zpopip = F(po, p1)

= on a bien F(po, p1) = min(g,) povm Zb \/<p0’ Eb>\/<ﬂl, Ep)
et le minimum est atteint pour Ep = |b)(b| avec |b) tel que: M = >, up|b)(b|.
O

Inversement, on a le corolaire suivant:

Propriété 5. Si U € U(X) est tel que Up(l)/zpi/2 = pi/Zpopi/Q, et si {Fy}
est optimal pour {po, p1}, alors:

Wb, 3 € C: Upy *Ey* = ypy* B}/

de plus, les up ont tous la méme phase.



Propriété 6. Soit pp,p1 € D(X) et ®: L(X) — L(X @ X) un canal, tels que:
Vs € {0,1} : Try [®(ps)] = Tra [P(ps)] = ps, alors:

F(®(po),

o
preuve. Tout d’abord, on a: F(®(pg)
en effet, Tr [®(p,)(Ep ® Id)] = Trq [Tra [®

p1)) = F(po, p1)

7(I)(p1)) < F(p()vpl)
ps) (By @ 1d)]]

I = Tr [ps Ep]

~— o~

= Tr [E} Tro [P (ps

d’otu:

r —  mi E E
(po, 1) {Eb%gvm%:\/@o, o\ (1, Ep)

= min Z\/ 0), By @ 1d)\/(®(p1), By ® 1d)

{E,}povm

min Z\/ \/¢(P1),Ac>

{A }povm

= F(®(po), ®(p1))

d’autre part, si on prend la représentation de Stinespring de ®(X) = Trz [UXU™*],
avec Z un certain espace euclidien complexe et U € U(X; X ® Z) une certaine
isométrie:

en répétant la preuve qui viens juste d’étre donnée, tout en effectuant les rem-
placements suivants:

po — ®(po)

p1 — @(p1)

®(po) = UpoU*

P(p1) = Up U~

on obtient:

F(po, p1) = F(UpoU*,UprU*) < F(Trz [UpoU*], Trz [Up1U™)]
= F(®(po), ®(p1))
= F(®(po), ®(p1)) = F(po, p1)

Comme corollaire, on a:

Propriété 7. Si F(po,p1) = F(®(po), P(p1)) et si {Ey} est optimal pour
{po,p1}, alors: {E, @ Id} et {Id®E,} sont optimaux pour {P(po), P(p1)}

En combinant cela avec la propriété (5), cela donne:



Propriété 8. Il existe U et V unitaires tels que:

UB(po)"/*®(p1)"/? = V®(po)'/*®(p1)"/? = \/‘I’(ﬂl)1/2‘1’(00)‘1>(,01)1/2
et, Vb :

Ud(po) /2 (Id ®Ey) = ap®(p1)/?(1d Q)
V®(po) '/ (Eyp @ 1d) = B, ®(p1)"/*(Ep @ 1d)

ap, By > 0

Sachant cela, on défini G =3, ap|b)(b| et H = )", Bp|b) (b]:
Par construction: G, H > 0

Propriété 9. G=H =M

preuve. En sommant les deux derniéres égalités de (8):

{ T (po)"/? = B(p1)'/2 (1d G) (1)
V®(po)'/? = ®(p1)"/? (H @ 1d)

ce qui donne:
®(po) = (po)/2U*D(p1)"/? (1A 2G)
D(po) = P(po)'/2V*®(p1)"/? (H @ 1d)

on prend la premiére trace partielle pour la premiére équation, et la seconde
trace partielle pour la seconde équation:

po =Ty |®(po)/2U*®(p1)V/?| G @
po = Tra |®(po) /2V*®(py) /2| H
on transforme le systéme (1) en:
B(pr) 2T (po)/? = B(py) (1 G)
O(p1)' 2V ®(po)'/? = @(p1) (H ® 1d)

puis on prend la premiére trace partielle pour la premiére équation, et la
seconde trace partielle pour la seconde équation:

Try |®(p1)Y2U®(po)"/?| = p1G
Try [®(p1)/2V®(po)'/?| = pr H



—

Try [®(po) /200 (p1) "2 | = G
Tra | ®(po)/2V*®(py)/?| = Hp,

Parconséquent, en combinant (2) et (3):

po=GpG=Hp H

par ailleurs, on a les égalités:

2

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
P1/ POPl/ = P1/ GPIGP1/ = (Pl/ Gpl/ )
2

1/2 1/2 1/2 2 1/2 2
o oo = 0 Hp HpY* = (012 Hp1?)

=

/2
/2

2 2 1/2 1
012Gy =\ p1?popi
1/2 1/2 1/2 1
P1/ HP1/ = P1/ PoP1

donc: G = H = M car pg et p; sont inversibles

On a ainsi:

U®(po)"/? = (p1)"/* (1 ©M)

et
V®(pg)'/* = ®(p1)"/* (M @ 1d)

Propriété 10. Soit M = >, uy|b)(b| la décomposition spectrale de M, avec
Vb : pp > 0 et |b) base orthonormée.
Vb, ¢ si py # fic, alors: @(po)/?[b)lc) =0

preuve. En effet: _
V0 (po)/2 = D(p1)/2 (M © 1d)

= B(po)"/2 = V*®(p1)"/? (M @ 1d)
= TB(p) /2 = B(p0) /2 (M 1)
et donc:
VTD(p0)"/? = V*0(p1)"/? (1A @M) = B(po)'/* (M~ ©1d) ([ @ M)
i.e.

V*UD(po)/? = ¢(po)'/* (M~ @ M)

10



ainsi, ®(pp)'/2b) ® |c) est vecteur propre de VU unitaire, de valeur propre
ﬁ > 0. Or les valeurs propres d’un opérateur unitaire sont de module 1

= si pie # pp, alors ®(po)'/?|b) @ |¢) =0

O
Propriété 11. Mpy = poM
preuve. Vb, b :
(V'] (Mpo — poM) |b) = (per — ) (b'[ po|b)
= (= 1) Y (B @ (c]) B(po) (1b) @ c))
= (= 1) Y (W1 (cl@(p0)'72) (@(p0)/2Ib) @ |e))
c
deux cas s’offrent & nous:
Dy =
= (/[ (Mpo — poM) |b) =0
2) e #
= Ve luy # pe V iy # fic]
= (V[ (Mpo — poM) [b) =0
donc: Mpy = poM
O
Propriété 12. pgp1 = p1po
preuve. puisque pg = Mpy M:
_ -1 -1 _ -1 -1, _
popr = poM ™ poM ™" = M~ "poM™"po = p1po
O

Ceci termine la démonstration du théoréme de non-diffusion.

11



3 Guidage (steering)

3.1 guidage de Schrddinger

Le terme guidage a été introduit par Schriodinger, cela résulte de ’observation
que lorsque A (Alice, registre X) et B (Bob, registre Y) partagent un état pur
U € X®Y, Alice peut, en effectuant une mesure qu’elle effectue sur son registre
guider l’état de Bob dans un ensemble d’états possibles aprés la mesure, cet
ensemble dépendant de la mesure (Alice guide ainsi 1’état de Bob par le choix
de cette mesure.)

exemple: (Voir [6] page 72)
On suppose X =Y et dimX =d
Soit {e;}1<i<q une base orthonormée de X, et {f;}1<i<q une base orthonormée

de Y

Posons

U= Z € ® fi

1<i<d

C’est I’état maximalement intriqué

Soit maintenant {ﬁ}lgigd un autre base orthonormée de Y, et U € Uy)
unitaire telle que Vi € {1,....,d} : Uf; = f;

V=Y o

1<j<d

Propriété 13. On a:

ou €; est défini par: e; =), f;‘Uﬁ-ei est une base orthonormée de X

preuve. on a successivement:

V=>eafi=) e;aU'f;

J

=> @ iU fi=> <§ fj*UfZ-eZ) ® f;
iJ %
O

Ainsi, si Alice effectue, sur son registre, la mesure associée a la base {€;},
alors, apreés cette mesure, I’état du registre de Bob est un des vecteur de la base

{fi}
3.2 généralisation aux opérateurs densité

Alice prépare I'état pAP € D(X ® )) et envoie le registre Y & Bob.
Alice veut agir a distance sur 1’état de Bob en effectuant des mesures sur son
registre (X) (POVM u(alz) > 0,Vz € {1,....,m} : 32, .o, plalz) = 1d)

12



Elle peut effectuer m mesures, et chaque mesure fournit un numeéro entre 1 et
n. voir [4] et [5]

La procédure est la suivante:

1) Alice prépare 'état pA8 € D(X ®)), et envoie le registre Y a Bob.
2) Bob demande a Alice d’effectuer la mesure = € {1,...,m}

3) Alice effectue cette mesure et retourne le résultat a € {1,...,n} & Bob

4) Tls répétent ce schéma un nombre N >> 1 de fois, de fagon indépendantes.

a la 161€ étape, Alice et Bob partagent pAB, 1'état effectif de Bob est

,DB — TI'1 pAB
Bob choisi z aléatoirement, suivant la distribution de probabilité p(z)

La probabilité d’obtenir a avec la mesure x est:

plalz) = Try [uale)p?] = Tris [(u(alz) © 1) p*7]
si ayant mesuré x, Alice obtient a; I’état total devient:
(n(alz)¥? @ 1d) pAP (pu(alz)'/? @ 1d)
Tr [(u(alz) ® 1d) pAP]
Donc, I’état de Bob est:

puls = Try [(u(alz) ® 1d) pAB]
alz Tr [(u(alz) @ Id) pAB]

si Bob ne regarde pas le résultat d’Alice, alors, ce résultat étant aléatoire,
I'état effectif de Bob est:

Zpa\zp(a|x) = ZTrl [(M(GLT) & Id) pAB] = Tl“l pAB = pB

= D’état de Bob est inchangé (pas de signal).

Cependant, si Bob tient compte des résultats de mesures d’Alice et qu’il
partitionne ses registres en fonction de la valeur du couple (a, z), il obtient par
tomographie connaissance des états pg)s-

On défini: n(a|z) = Try [(u(alz) © 1d) pAB]
d’ou:

n(alz)

Pale = Ty p(alz)

13



plalz) = Tr(ala)
ve, 3 n(ale) = pP

Dans ce schéma, Alice influence ’état de Bob. Cependant, Bob est méfiant,
il veut étre certain que Alice a une influence non locale.
Dans ce but, il doit montrer que les états p,|, qu’il obtient ne sont pas explica-
bles par un modéle & variables cachées locales. Voir [4]

3.3 Modéle a varable cachée locale :

Si Alice ne peut pas modifier I’état de Bob uniquement par des mesures sur son
propre registre; elle peut toutefois:

1) tricher en ne préparant pas toujours le méme état.

elle fournit & Bob I’état o, avec A connu de Alice. (o) est préparé avec une
probabilité p(\))

2) biaiser les statistique de Bob avec la réponse a la question z

Bob lui pose la question z, Alice connaissant A et x répond a avec la probabilité
plalz, )

Cherchons, dans ce modele, quels sont les états pg, :
Bob ne connait pas A et Alice choisit A avant de connaitre x, il choisit donc =
indépendamment de A:

p(\, 2) = p(A)p(x)

L’état de Bob est (aprés avoir demandé z et regu a).

Palz = Zp()“aa SC)O')\

_ Sapp@paNalos _ alel) o
- >, p(p)p(z)p(alp, x) ~ Tro(alz) (Bayes)

avec: 7(alx) = Zp p(alX, )

' p(alz) = Trn(al)

Ainsi, si Bob aprés ses tomographies obtient les opérateurs 7)(a|x) = p(alz)pq)s
deéfinis plus haut; et que il existe deux lois de probabilités p(\) et p(a|X, x) et
des états oy tels que:

Zp (al\, z)o

14



Alors Bob peut expliquer l'influence d’Alice avec un modéle & variables cachées
locales, et il n’est pas convaincu par ’action & distance d’Alice.

A contrario, si un tel modeéle est impossible, alors Bob est certain qu’Alice
a au moins une influence non locale sur son registre.

3.4 lien entre le guidage et I’incompatibilité

montrons d’abord la proposition suivante:(cf [8] exercice 2.2)

Propriété 14. soient X le registre d’Alice, Y le registre de Bob, pg € D(Y),
u€eX®Y tel que: Try (uu*) = pp alors:
pour toute famille {n(a)}1<a<n € Pos(Y) telle que:

Z n(a) = pp

1<a<N
il existe un POVM {u(a)}to<a<n € Pos(X) sur le registre X, tel que:
Va € {1,....,N}: Try [(pu(a) @ Idy) vu*] = n(a)

et
Tra [(#(0) ® Idy) uu*] =0

preuve. en effet:

on décompose u en Schmidt: u = >, ., av; ® w; avec Vi : o; > 0, {v;}1<i<r
et {w;}1<i<, étant des familles orthonormées.

soit V' le sous espace engendré par {v;}1<;<r

on pose II;,. = le projecteur orthogonal sur V=

la condition ), , .y 7(a) = pp implique que V1 < a < N : Imn(a) C Impp
or

Définissons
(0) = Iyo
Vi<a<N:pla)=321 <, aflaflnji(a)viv;

{1(a)}o<a<n est le POVM cherché.
clairement ©(0) >0
aussi p(a) > 0 car puisque n(a) > 0, ona: z*pu(a)r =32, o, <, a;laglfixjnji =

—1= —1-
219‘,3'9 o Tinjic; T =0

15



ensuite, la condition:

Z n(a) = ps

1<a<N
* 2 *
= E (TR TiK E nei(a) = E Qg ww;
1<k,I<r 1<a<N 1<i<r

— V1< k,l <r: Z nkl(a) zéklakal

1<a<N
donc:
-1 _ -1 *
E pla) =Ty + E E a; " a; nji(a)vv;
0<a<N 1<a<N 1<i,j<r
=1II,. + a Yol a0500F
e i g OjiXij Uil
1<i,j<r

=1l + Z U{U; =1, +1Iy = Idy
1<i<r

i.e. c’est bien un POVM.

enfin: Va € {1,..., N}

Try [(p(a) @ Idy) uu*] = Tra Z ai_lozj_lnji(a)viv; ® Idy Z QRO UEY] @ Wiw]
1<i,j<r 1<k,I<r

= Y ooy apam(a)dpdawpwf = Y m(a)wpwi =n(a)
1<i,j. ke <1 1<k.i<r

et aussi:

Tra [(1(0) ® Idy) uu*] =0

soit maintenant {7(a|z)}(z,a)e{1,...m}x{1,...,n} Un assemblage de pp, i.e.

V(z,a) € {1,....,m} x {1,...,n} : n(alx) >0

Vi<z <m: Z n(alz) = pB

1<a<n

grace & la proposition précedente, & cet assemblage est associé une famille de
POVM

{:u(a“r>}1§'r§n et 0<a<n

tq:
Trx [(p(alz) @ Idy) uu*] = n(alz)(1 — doa)

Propriété 15. Si n(a|x) est un assemblage non guidable de pp, alors, les
POVM p(.lx) sont compatibles.

16



preuve. supposer que {n(a|z)}, . est non guidable est équivalent a l'existence
d’une décomposition de la forme V(z,a) € {1,..m} x {1,...,n} :

nlalz) = Y p(Np(alA, z)ox

1<A<L

comme expliqué plus haut.
d’oti:

wulalz) = Z a; a Y0 (alz)v;v}

1<i,5<r
:Z (a]A, x) z:ozozp)()wz
1<A<LL 1<i,5<r
#(0l) = Ty
donc, si 'on définis:

By =1Iy.
= Y o;ta;p(V)(on)jiviv}

1<i,5<r

plalz,\)sil <A< Letl<a<n
O0sil<A<Leta=0
OsiA=0etl1<a<n
1sidA=0eta=0

Alors, V0 <a<z,1<z<m

ulale) = 3" glale, N)By

0<A<L

qlalz, ) =

avec {By}o<a<r POVM, et g(a|z, A) est une loi de probabilité; parconséquent,
les POVM {n(.|x)} sont compatibles.
Pour montrer que {Bj}o<x<z est un POVM, on procéde comme suit:

Idy = Z (alx) = Z Z (alz,\)B Z Z (alz,\)By = Z B,

0<a<n 0<a<n 0<A<L 0<A<L 0<a<n 0<A<L
O

réciproquement, étant donné une famille de POVM pu(.|z), on définis un
assemblage n(.|x) de pp par:

n(alz) = Trx [(u(alz) @ Idy) uw’]

Propriété 16. Siles pu(.|z) sont compatibles, alors n(.|x) est non guidable

17



preuve. effectivement, si V0 < a <n,1 <z <m

lalr) = Y plale,\)Bx

1<A<L
alors:

Try [(B)\ ® Idy) uu*]

n(alz) = Z plalz, \) Tr [(Bx @ Idy) uu*] Tr [(By ® Idy) uu*]

1<A<L

ce qui montre que {7(.|z)} est non guidable. O

4 Critére d’incompatibilité (Zhu)

Voir les articles [1] et [2]
Siv,pe Rt et f convexe f : R — R

on définis: e
Dy (d]|p) = Zpkf(;)
k

Propriété 17. Pour toute matrice stochastique A, Dy(AT||Ap) < Ds(7]|p)

preuve. En effet:

DTN = 3 (47 f(EA% )

- s Z/(‘A;;p)
SNLDY Tk (%)
%, (p) = D011

Si on prend f(z) =2%: Dy = Dy

Da(31) = L (pk) _you

C’est ’entropie relative de Rényi.

Soit deux ensembles {n(a)}, {0(b)},Va,b : n(a),8(b) > 0 représentant un
méme état p, i.e. Y n(a) =, 0(b) =

18



On écrit 77 = {n(a)}, et § = {A(b)}; ainsi que 77 < 0 lorsque il existe une
application stochastique p(alb) telle que:

Va:n(a) =Y p(alb)o(b)
b

Soit deux assemblages {n(alz)},{#(bly)}, que I’on abrégent en: (7" Vi

On écrit

)

i

—

—
T <60 siVady; ij(a) < 0(y)

Pour le guidage: soit W un assemblage de pp, Alice guide Bob ssi pour tout
ensemble 6 représentant pp, on a: Vo : 17, £ 0

V@ € Pd(X), on définis:
ol =3 |77(<2?>n<(<;7)(>a)

Ot étant fixé une base e; de X, on définit I'application e;ef — [e;e})) =
e; ®ej; que l'on étend ensuite & L(X) par linéarité ({(e;e}| = e} ®e}) on renvoie
a [8] pages 23-24 pour plus de détails.

Pour @ > 0 fixé, G conserve l'ordre:

—

Propriété 18. Pour toute paire d’ensemble (7], 0) représentant un méme état p :

i< 0= G(i) < Go(0)
preuve. En effet, si Va;n(a) = >, Aqpf(b) avec A stochastique, Alors VC' €
L(X):

((ClGoIC)) = ZW

A (Q.600))
2 "0y (@ 00)

= (Q.n(a))

N 2T (@) (Q.0(0)?
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On défini
Rop: XX ->X@X
par:
1
¥S € L(X) : RqlS)) = 515Q + Q)
Propriété 19. Rg >0

preuve. V.S € L(X)

((SIRqlS)) = S((S15Q +QS)) = 5 Tr§"SQ + Tr5°QS

_1 (Tr SQS* +Tr s*qzs) >0
2 | Y—~— ~~——
>0 >0

= Rg est positif.

Propriété 20.
Tr [RoGo(7)] < Trpp

avec égalité si et seulement si Va;rankn(a) =1

preuve.
[RQGQ Z |77 Q’ a |
1 1
= 5 — <Qvn(a)> Tr HU(G)Q + Qn(a)>><<n(a’)‘]
« Tr [Qn(a)?]
Z Tr [Qn(a)]
SoﬁX—ﬁ](z),ona: 0<X<Id= X?2<X
_, TrQn(a)? 2 _ Tr@nla)
T @y PO =T )
Tr Qn(a)?
= Q) =
d’ou:

Tr [RoGo(7)] < ZTI‘T] =Trpp

20



siVa : rankn(a) = 1, alors, n(a) = Ao (a) avec A > 0 et o(a) € D(X), tel que: o(a)? =
o(a)

TrQn(a)® X TrQo(a)?

T T Qnla) | A TQo(a)

= Tr[RqGq(7)] = Trpp

=X ="Trn(a)

réciproquement, si Tr [RoGq(7)] = Tr pp, alors:
Tr@Qn(a)*
" TrQnla)
Tr@n(a)® _ Tr@n(a)
(Trn(a)? — Trn(a)
=Va:TrQX2=TrQX,
=Va:TrQ(X, — X2) =0
= Va:TrQY*(X, - X2)QY%2 =0
or X, —X2>0=QV*(X, - X2)QV?*>0

Ya : = Trn(a)

= Va:

=Va: Q' (X, — X2)Q? =0
=Va:X,-X2=0
=Va:X?= X, = Va:rankn(a) =1

O
Propriété 21. On a:
. Trn(a)®
T = <T
r[Ga()] =Y Tog(a) = P8
preuve. En effet: Riq, = Idp(x) et égalité ssi Va : rankn(a) = 1 O
Propriété 22. On a (avec Q =1d):
Trpp
Tr p?
Tr G(77) > B
) 2 T o
preuve. On utilise le fait que pp < 77 O

Soit G = Ry GoRy”
on pose:

Définition 1. B
(7)) = nf{Tx F : F > Go(ij(z))(Vx)}
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Propriété 23.

51 W est mon guidable:

preuve. o
W< 0 = VzIy:ijz) < 0(y)

siVy:F > Golfy) et o(8) +e>TrF >10(9)

alors Vz (i*: > Go(if(x) = Tr F > 70(7)

donc 7o( 6) > TQ(W)

7’ non guidable <= 30 ensemble pour pp tel que:

Vo : 0 - ij(x)
= Vz,YQ € PA(X) : Go(0) > Go(ii(z))
= Vo, VQ > 0:

—

1/2 2 1/2 L\ pl/2
RY*Go()RY® > RY*Go(7.) Ry
d’un autre coté:

—

Tr Rg2GQ(9)RgQ] — Ty [RQGQ(Q';)} < Trpg

cela implique:
() < Trpp

on a le corollaire suivant:
>
Propriété 24. 1) Si 7 <0, alors:
—
(7)< 7(6)
2) Tout assemblage non guidable W satisfait a:
() < Trps

Propriété 25. Si pp est inversible, alors:

W admet un raffinement d’ordre un ssi la famille de POVM pgl/QWp;/z
admet un 1-raffinement.

Propriété 26. Si pp est inversible et si W assemblage de pp admet un I-

raffinement, alors:

005" 5% < d
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preuve. en effet, les POVM pBl/Qﬁgch /2 sont 1-raffinables, on applique (23),
en utilisant le fait que Vo : )", pBl/ n(alz)pg V2 1d et Trld =d O

Propriété 27. Tout ensemble 77 pour pp satisfait a:
G(7) < Ryp,

preuve. VC' opérateur C' = A+ iB avec A et B hermitiens.
on a que:

((A+iB|G(1)|A+iB)) = ((A|G(7])|A))+((BIG(7)| B))+i [((A|G(7)| B)) — ((B|G(7)]A))]

or avec A et B hermitiens

(Aicmey = 5 EAIRD) 57 BIB9S (pi6(ipla)

a a

d’oi:
((ClGmIC)) = ((AIG()|A)) + (BIG(7)|B))

de la méme maniére,
(CIR,51C)) = ((AlRy5|A)) + ((BIR,5|B)) + i [((A| Ry | B)) — ((B|Ry|A))]

or:
({(AlR,;|B)) = ((B| Ry |A))

= % (Tr[A(ppB + Bpg)] — Tr [B(ppA + Apgp)]) =0

= ((CIR,|C)) = (A|R,|A)) + ((BI Ry, | B))

finalement, pour tout A opérateur hermitiens:

(A,n(a) [(An(a) (a) /2>‘
(Gl =3 T =2 W (a)1/2>
< Z An(a)'/?, An(a)/?) ZTr (A2%n( Tr(A%pp)

= % (Tr AApp + Tr AApp) = % (Tr AApp + Tr Apg A)
1
=3 ((A, App) + (A, ppA))
1
= 5 (AlApp + ppA)) = (AR, |4))

VA hermitien ((A|G(17)|4)) < ((A|R,;[A))
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donc:

vC
(ClGmIC)) = ((AIGM[A)+{(BIG(M|B)) < ((A|R,5|A)+{(B|R,;|B)) =
= G() <R,y

Propriété 28. Tout assemblage <7_)> pour pp obéit a:

() <dTrpp
preuve. le numero (27) implique:

(7)< TrR,,

reste donc & calculer Tr R,
Pour tout Q > 0, Tr Rp =dTrQ
effectivement:

TrRo = Y _((Eij|Rq|Eij)) = %Z«EiﬂQEz‘j + Ei;Q))
j ij
= % Z (Tr(E;;QE;;) + Tr(E; EiQ))
i

= ZTrEMQ = Ze;Qei =dTrQ
ij ij

On s’intéresse au probléme suivant:
étant donné {Aj}lgjgn S POS(X)

—.

que vaux t(A) = inf{Tr F|Vj : FF > A;} 7

{CIR,51C))

O

Propriété 29. Ce probléme peut se formuler dans le cadre de la programmation

semi-définie:

Principal

avec {B;}1<i<n tel que
Vi:B; >0

ZBi = Idy

Dual
minimiser Tr F
F tel queVi: F > A;
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prewve. (pour un résumé des définitions et résultats utilisés, cf [8] page 53)
en effet: soit {1,...,n} =S

on pose:
P:L(CY®X) = L(X)
b = Trcs
A=) "E;®A; € Ham(C* @ X)

B =1dx € Herm(X)

l'action de ® se calcule comme suit:

X € L(C° @X) = I{Bij}ijes € L(X) tel que X = ) e;e} @ By

i,jES
= ®(X) =Y By
€S
(X)=Idy < > Bj=Idx
€S
(A, X) = <Z Ei; ® A, Z Ej. ® Bji)
€S J,keS

=Ticsgx | Y, Bir® AiBi| = > Tr[A;Bii] =Y (A, Bii)
i.keS = =
do, VX € A = {X € Pos ((CS ®X) L D(X) = IdX}
il existe un POVM {B; }ics tel que si on défini X = >
(A, X) = Z<Al7 B;)

i€S

ies Fii ® By, alors:

Ainsi,
sup {(4, X)|X > 0et ®(X) =Idx} = sup > (4;,B;)|{B;} POVM
X {Bi}ies es

il faut aussi vérifier:

ir}}f{(IdX,Y>|<I>*(Y) >AetY € Herm(X)} = ir}}f {TrY|Vie S:Y > A;}

commencons par déterminer ®*(Y)

(3]
L(CS@X)___~ L(X)
P

(@(X),Y) = (X, @*(Y))
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Lemme. VY € L(X) : ®*(YV) =), s B ®Y

preuwve. ¥YX € L(C®° @X) :

(®(X),Y) = Trx

Z BLY

et, (X, D*(Y)) =

*

Tres g ZEU@@Bﬁ (ZEka@Y) = Tres g ZEJ»Z»@B;;Y =Try
ij k

ij

Z BLY

O
Enfin, ®*(Y) > A <= > ¢ Eui® (Y —4;) >0
<— VieS: Y -A4,>0

= on a bien notre programme semi défini. O

On pose:
A= {X € Pos(C® ®X) tel que: ®(X) = Idx}

B ={Y € Herm(X) tel que: ®*(Y) > A}
a=sup{{4,X): X €A}
B=inf{(B,Y):Y € B}

Propriété 30.
—o<a=p<+x0

IX e A: (A X)=qa
Y €B:(B,Y)=28

preuve. P'existence de POVM {B; }1<i<, implique que a > —o0
de plus, pour tout POVM {B; }1<i<n:

> (A By <30 (ALTdy) = Y Tr A
i€s i€S i€S
=>a< Z TrA; < +o00
€S
ensuite, on remarque que ’ensemble des F tels que F' > A; pour tout i, est non

vide.

= < 400
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de plus un tel F satisfait a: Vi€ S: Tr F' > Tr A;
= B >maxTrA; > —o0
€S
maintenant, si on prend Y = Idy+) ;. g A, alors Vi € S : Y > A; =
ZiES E;® (Y — Al) >0= (I)*(Y) > A
et si on choisi X =}, ¢ Ey ® IIdTT, alors X >0, et ®(X) =Idx

= on est dans les conditions d’application du théoréme de Slater ([8] théoréme
1.18) 0

soit {A;}ics € Pos(X)

et t(A) = min {Tr F|F > A;(Vi)}

-

Propriété 31. t(A) <>, TrA;

—.

Propriété 32. t(A) =Y, Tr A; <= les A; ont des support 2 a 2 orthogonauz.

prewve. comme t(A) = max {3, ¢(A4i, Bi)|{B;} POVM }, si les A; ont des
supports 2 & 2 orthogonaux, on prend B; = la projection orthogonale sur le
support de A;, on a:

Bi>0, Y Bi=Idet Y TrA;B;=)» TrA;

€S

= t(A) =) Tr4,

-,

réciproquement, si t(A) = >, Tr 4;
alors il existe un POVM {B;},cs tel que:

D (A Bi) =) (A;,1d X)

ieS €S
— Z<Ai;Bi —ldx) =0
€S
S VieS: (Anldy —B;) =0
—VieS:ImA; L Im(Idy —B;)
< ImA; C ker(Idy —B;)

or, i # j = ker(Idy —B;) L ker(Idx —B;)

en effet: si x € ker(Idy —B;) et y € ker(Idy —B;)
alors B;x = x et Bjy =y

puisque B; + B; < Idy, on a:

**Bjx + 2*Bjx < 2’z
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< 'z +a"Bjr < z'x
— *Bjz <0
<= *Bjz =0

< Bjx=0

donc, z est un vecteur propre de B; de valeur propre 0 # 1

=xly
parconséquent: ¢ # j = ImA; L ImA; O

Propriété 33. siles A; sont 2 a 2 orthogonauz, alors:

F>A(VieS) et T F=t(A)=F=> A
€S

preuve. eneffet: sii # j = Im A; L Im A; alors B; = Ain =1II; est un POVM
tel que:

ZAZ,B ZTrA

€S €S
i.e.
X = ZE”®H e Aet (4, X) ZTrA

€S i€S

-,

si F> A;(VieS)et TrF =t(A) =), 4 TrA;, alors

FeB, et (Idy, F) = (4, X)
= ®*(F)X = AX (slackness) voir |8] théoréme 1.19
€S j inS i€S j inS

= ZEM@FHi :ZEii®AiHi :ZEii®Ai
ies ies ies
<~ VieS: FII;, = A;
= F=) FIl;=) A

€S icS

Propriété 34. tout assemblage {n(alz)} = 7 satisfait:

H)SZTI"[G ZTrn a|a:
égalité ssi (x # y = Va,b: n(alz) L n(bly))
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preuve.
T(W) =inf{Tr F: F > G(7(x))(Vz)}

= 7(7) <Y Tr(G(if(x)))

avec égalité ssi x # y = G(ij(z)) L G(7j(y))

e [opyo 3 EDale)] | 5~ 10001

Trn(alx) 3 Trn(bly)

= [r#y=Va,b: ((nlalz)|[n(ly))) = 0]
— [z #y=Va,b:n(alz) Ln(bly)]

Propriété 35. Tout assemblage W pour pp satisfait:

(7)) < mTrpp égalité ssi: [[Va,b,x,y : @ # Yy = paje L poy] et Va,z : rank py), = 1]

avec m le nombre de POVM qui constituent L’assemblage W

preuve. on sait que:

() <Y Tr(G(ij(x))) < mTrpp

x

la premiére inégalité est une égalité si et seulement si z # y,Va,b : n(alz) L

1(bly)

la seconde est une égalité ssi Va, x rankn(alz) =1 O
L %Y )
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