
université d'Aix-Marseille

Rapport de stage

Incompatibilité des mesures quantiques

Antoine Roux

M2 FunPhys 2018-2019
Tuteur : Ion Nechita

mars 2019 � juin 2019



1 Introduction

1.1 notations

Soit X un espace de Hilbert de dimension �nie (que l'on abrège en espace eu-
clidien complexe), on dé�nis les ensembles suivants:

L(X ;Y) est l'ensemble des opérateurs de X dans Y
Pos(X ) est l'ensemble des opérateurs positifs semi-dé�nis ∈ L(X ;X ) = L(X ),
plus précisément:

A ∈ Pos(X ) ⇐⇒ ∀x ∈ X : x?Ax ≥ 0

Pd(X ) est l'ensemble des opérateurs positifs dé�nis:

A ∈ Pd(X ) ⇐⇒ ∀x ∈ X : x?Ax > 0

D(X ) est l'ensemble des opérateurs densités:

A ∈ D(X ) ⇐⇒ A ∈ Pos(X ) et TrA = 1

Herm(X ) est l'ensemble des opérateurs hermitiens, Pos(X ) ⊂ Herm(X )
U(X ;Y) est l'ensemble des isométries de X dans Y:

A ∈ U(X ;Y) ⇐⇒ U?U = Id

pour A,B ∈ L(X ;Y) :
〈A,B〉 est le produit scalaire de Hilbert-Schmidt:

〈A,B〉 = TrA?B

à ce produit scalaire est associé la 2-norme:

||A||2 =
√

Tr [A?A]

introduction Dans ce rapport, nous allons traiter de la notion d'incompatibilité,
de son lien avec le concept de guidage, en�n, nous détaillerons un critère d'incompatibilité.
Le domaine de l'information quantique cherche à exploiter les propriétés quan-
tiques de la matière dans le but de calculer et de communiquer. pour cela, il faut
traiter avec un maximum de généralité les opérations autorisées. Ces opérations
sont e�ectuées sur des registres.
Un registre est l'abstraction d'un système physique, support de l'information.
A chaque registre est attaché un espace vectoriel complexe (de dimension �nie),
muni d'un produit scalaire hermitien (espace complexe euclidien) c'est l'espace
du registre.
L'état d'un registre X est un opérateur densité ρ ∈ D(X ), où X est l'espace du
registre.
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1.2 Opérations élémentaires

les opérations élémentaires sur les registres sont les suivantes:
1) couplage :
Si X1 et X2 sont deux registres d'espace X1 et X2, on forme un nouveau registre
(X1, X2) d'espace X1 ⊗X2

Si avant le couplage ρ ∈ D(X1) et σ ∈ D(X2) sont les états respectifs de X1 et
X2; après le couplage, l'état de (X1, X2) est ρ⊗ σ ∈ D(X1 ⊗X2)
2) évolution :
On transforme l'état du registre par une application unitaire U ∈ U(X ): si
ρ ∈ D(X ) est l'état avant l'évolution, après celle ci, l'état devient: UρU?.
3) réjection :
Cela consiste à ignorer un registre, ou dit autrement, à le considérer comme
dorénavant inaccessible (cela permet de modéliser la perte d'information dans
un environnement auquel on n'a pas accès, [9] page 116)
Si ρ ∈ D(X1⊗X2) est l'état avant la réjection de X2, après celle ci, l'état devient
TrX2

(ρ)
Où ∀(α, β) ∈ L(X1) × L(X2), TrX2

(α ⊗ β) = αTr(β) est étendu par bilinéarité
à tout L(X1 ⊗X2).
4) mesure :
Si A ∈ Herm(X ) est une observable, et si l'état du registre est ρ ∈ D(X ); la
probabilité d'obtenir a valeur propre de A est égale à: p(a) = Tr(ρΠa) = 〈ρ,Πa〉
où Πa est le projecteur orthogonal sur l'espace propre de valeur propre a pour
A.

1.3 mesure généralisée

On aura besoin par la suite de traiter plus généralement du concept de mesure;
pour cela, introduisons le formalisme des POVM (Positive Operator Valued
Measure)
Un POVM est une famille (Pi)1≤i≤n d'opérateurs positifs (i.e. hermitiens et
avec toutes leurs valeurs propres ≥ 0) telle que:∑

1≤i≤n

Pi = Id

Le résultat i est obtenu avec la probabilité TrPiρ =< Pi, ρ >.
De plus, l'état du registre après avoir obtenu le résultat i est égal à :

P
1/2
i ρP

1/2
i

〈Pi, ρ〉

Bien entendu, le concept de POVM est équivalent à celui plus familier d'observable,
en fait, on peut montrer que tout POVM peut s'obtenir en combinant les points
1), 2), 3) ci-dessus. plus précisément, on couple le registre X que l'on veut
mesurer avec un autre registre Y tel que: dim(Y) = n (la taille du POVM), on
applique une évolution unitaire au registre (X,Y ); en�n, on e�ectue une mesure

2



projective sur le registre Y . (pour plus de détail, cf [3] page 94, ainsi que [9]
page 110)

1.4 Canaux quantiques

La notion de canal permet de capturer toutes les opérations que l'on peut ef-
fectuer sur un registre.
Par dé�nition, un canal du registre X vers le registre Y est une application
linéaire Φ : L(X )→ L(Y) telle que:
a)Φ préserve la trace, i.e.

∀A ∈ L(X ),Tr(Φ(A)) = Tr(A)

b)Φ est complètement positive.
i.e. pour tout espace euclidien complexe Z et pour tout opérateur positif
A ∈ Pos(X ⊗ Z), on a que: (Φ⊗ IdZ)(A) ∈ Pos(Y ⊗ Z)

1.5 Représentation de Stinespring

Propriété 1. Soit Φ : L(X ) → L(Y) une application linéaire. Φ est un
canal ssi il existe il existe un espace euclidien complexe Z et une isométrie
A ∈ U(X ,Y ⊗ Z) tels que:

∀X ∈ L(X ) : Φ(X) = TrZ(AXA?)

Pour une démonstration, cf [8] corollaire 2.27
Cette propriété implique que tout canal peut s'obtenir en combinant les opéra-
tions élémentaires de couplage (avec le registre Z), d'évolution unitaire (A) et
de réjection (du registre Z)

2 Incompatibilité

2.1 incompatibilité des mesures :

Deux POVM (Ai)1≤i≤m et (Bj)1≤j≤n sont dit compatibles s'il existe un POVM
(Ci,j)1≤i≤m,1≤j≤n tel que:

∀j :
∑

1≤i≤m

Ci,j = Bj

∀i :
∑
i≤j≤n

Ci,j = Ai

Par dé�nition, deux POVM qui ne sont pas compatibles sont incompatibles.
voir [10]
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Une dé�nition équivalente de la compatibilité est la suivante:
Soit {µa,x}1≤a≤n et 1≤x≤m ∈ Pos(X ), tel que:

∀x ∈ {1, ...,m} :
∑

1≤a≤n

µa,x = Id

(c'est une famille de POVM paramétrée par x) Cette famille de POVM est
compatible ssi il existe un POVM {Bλ}1≤λ≤L et une loi de probabilité p(a|x, λ)
tels que:
∀(a, x) ∈ {1, ..., n} × {1, ...,m} :

µ(a, x) =
∑

1≤λ≤L

p(a|x, λ)Bλ

2.1.1 exemple de mesures incompatibles :

En dimension d = 2, un exemple simple de POVM incompatibles est le suivant:
On pose A1 = |0〉〈0|, A2 = |1〉〈1|
Ainsi que: B1 = |+〉〈+|, B2 = |−〉〈−|
avec: |±〉 = 1√

2
(|0〉 ± |1〉)

On cherche C1,1, C1,2, C2,1, C2,2 opérateur positifs tels que:

C1,1 + C1,2 = A1

C1,1 + C2,1 = B1

C1,1 + C1,2 + C2,1 + C2,2 = Id

La première égalité implique que ImC1,1 ⊂ Im |0〉〈0| (voir le prochain lemme)
et donc que C1,1 = λ|0〉〈0| pour un certain 0 ≤ λ ≤ 1
Or, on doit avoir pour la même raison C1,1 = µ|+〉〈+|
⇒ µ = λ = 0⇒ C1,1 = 0
Pour la même raison, C1,2 = 0 et donc: |0〉〈0| = C1,1 +C1,2 = 0 d'où la contra-
diction.

Lemme. Soit A, B et C éléments de Pos(X ) tels que: A + B = C, alors:
ImC = ImA+ ImB

preuve. en e�et, en utilisant kerA = (ImA)
⊥
et :

ImC = ImA+ ImB

⇐⇒ (ImC)
⊥

= (ImA+ ImB)
⊥

or (V +W )
⊥

= V ⊥ ∩W⊥ donc:

⇐⇒ kerC = kerA ∩ kerB

il su�t donc de véri�er cette dernière égalité:
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x ∈ kerC ⇐⇒ Cx = 0 ⇐⇒ x?Cx = 0

⇐⇒ x?Ax+ x?Bx = 0

⇐⇒ x?Ax = x?Bx = 0

⇐⇒ Ax = Bx = 0 ⇐⇒ x ∈ kerA ∩ kerB

2.2 incompatibilité des canaux

Deux canaux Φ1 : L(X )→ L(Y1)
et Φ2 : L(X ) → L(Y2), sont dit compatibles s'il existe un canal Φ : L(X ) →
L(Y1 ⊗ Y2) rendant le diagramme suivant commutatif:

L(X )
Φ2 //

Φ1

��

Φ

&&

L(Y2)

L(Y1) L(Y1 ⊗ Y2)

TrY1

OO

TrY2

oo

2.2.1 exemple: le théorème de non-di�usion.

Ce théorème a�rme que Φ1 = Φ2 = IdL(X ) sont incompatibles.
Plus précisément:

Propriété 2. Soit un canal Φ : L(X )→ L(X ⊗X ) et deux états ρ1, ρ2 ∈ D(X )
inversibles tels que Tr1(Φ(ρ1)) = Tr2(Φ(ρ1)) = ρ1 ainsi que: Tr1(Φ(ρ2)) =
Tr2(Φ(ρ2)) = ρ2 ; Alors, [ρ1, ρ2] = 0

voir [7]
Nous allons démontrer ce théorème en plusieurs étapes, commençons par intro-
duire la notion de �délité ainsi que ces propriétés élémentaires.

Fidélité

Propriété 3. Par dé�nition:
Pour ρ1, ρ2 ∈ D(X ) :

F (ρ1, ρ2) = Tr

√
ρ

1/2
0 ρ1ρ

1/2
0

On a les propriétés suivantes (admises, pour les preuves, voir [8] proposition
3.12):

F (ρ0, ρ1) = 1 ⇐⇒ ρ0 = ρ1

F (ρ0, ρ1) = 0 ⇐⇒ Im ρ0 ⊥ Im ρ1
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∀U ∈ U(X ), F (Uρ0U
?, Uρ1U

?) = F (ρ0, ρ1)

F (ρ0 ⊗ σ0, ρ1 ⊗ σ1) = F (ρ0, ρ1)F (σ0, σ1)

Propriété 4. ∀ρ0, ρ1 ∈ D(X )

F (ρ0, ρ1) = min
{Eb}povm

∑
b

√
〈ρ0, Eb〉

√
〈ρ1, Eb〉

preuve. Pour tout POVM {Eb}, et pour tout U unitaire:∑
b

√
〈ρ0, Eb〉

√
〈ρ1, Eb〉

=
∑
b

√
Tr(ρ0Eb)

√
Tr (ρ1Eb)

=
∑
b

√
Tr
[
Uρ

1/2
0 Ebρ

1/2
0 U?

]√
Tr
[
ρ

1/2
1 Ebρ

1/2
1

]
=
∑
b

√
〈E1/2

b ρ
1/2
0 U?, E

1/2
b ρ

1/2
0 U?〉

√
〈E1/2

b ρ
1/2
1 , E

1/2
b ρ

1/2
1 〉

par Cauchy-Schwarz:

≥
∑
b

∣∣∣〈E1/2
b ρ

1/2
0 U?, E

1/2
b ρ

1/2
1 〉

∣∣∣
=
∑
b

∣∣∣Tr
[
Uρ

1/2
0 E

1/2
b E

1/2
b ρ

1/2
1

]∣∣∣
≥

∣∣∣∣∣∑
b

Tr
[
Uρ

1/2
0 Ebρ

1/2
1

]∣∣∣∣∣ =
∣∣∣Tr
[
Uρ

1/2
0 ρ

1/2
1

]∣∣∣
or, il existe U unitaire tel que: Uρ

1/2
0 ρ

1/2
1 =

√
ρ

1/2
1 ρ0ρ

1/2
1 (cela se voit en écrivant

la décomposition en valeurs singulières de ρ
1/2
0 ρ

1/2
1 cf [8] théorème 1.6)

⇒
∑
b

√
〈ρ0, Eb〉

√
〈ρ1, Eb〉 ≥ Tr

√
ρ

1/2
1 ρ0ρ

1/2
1 = F (ρ0, ρ1)

Montrons que cette borne est atteinte:

Soit M = ρ
−1/2
1

√
ρ

1/2
1 ρ0ρ

1/2
1 ρ

−1/2
1 > 0 Considérons la décomposition spectrale

de M :
M =

∑
b

µb|b〉〈b|

avec ∀b : µb > 0 et |b〉 base orthonormée.
on dé�ni: Eb = |b〉〈b|, on voit que (Eb) est un POVM.
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on a: ME
1/2
b = µbE

1/2
b (∀b)

Soit U ∈ U(X ) tel que: Uρ
1/2
0 ρ

1/2
1 =

√
ρ

1/2
1 ρ0ρ

1/2
1

On a alors:
ρ
−1/2
1 Uρ

1/2
0 = M

⇒ ρ
−1/2
1 Uρ

1/2
0 E

1/2
b = µbE

1/2
b

donc:
Uρ

1/2
0 E

1/2
b = µbρ

1/2
1 E

1/2
b (∀b)

on a donc la condition d'égalité pour Cauchy-Schwarz,∥∥∥E1/2
b ρ

1/2
0 U?

∥∥∥
2

∥∥∥E1/2
b ρ

1/2
1

∥∥∥
2

=
∣∣∣〈E1/2

b ρ0U
?, E

1/2
b ρ

1/2
1 〉

∣∣∣ (∀b)
⇐⇒

√
Tr
[
Uρ

1/2
0 Ebρ

1/2
0 U?

]√
Tr
[
ρ

1/2
1 Ebρ

1/2
1

]
=
∣∣∣Tr
[
Uρ

1/2
0 Ebρ

1/2
1

]∣∣∣
=
∣∣∣Tr
[
Uρ

1/2
0 E

1/2
b E

1/2
b ρ

1/2
1

]∣∣∣
=
∣∣∣Tr
[
µbρ

1/2
1 E

1/2
b E

1/2
b ρ

1/2
1

]∣∣∣
= |µb Tr [ρ1Eb]| = µb︸︷︷︸

>0

Tr [ρ1Eb]︸ ︷︷ ︸
≥0

donc:∑
b

√
Tr [ρ0Eb]

√
Tr [ρ1Eb] =

∑
b

Tr [ρ1µbEb] =
∑
b

Tr
[
Uρ

1/2
0 Ebρ

1/2
1

]

= Tr
[
Uρ

1/2
0 ρ

1/2
1

]
= Tr

[√
ρ

1/2
1 ρ0ρ

1/2
1

]
= F (ρ0, ρ1)

⇒ on a bien F (ρ0, ρ1) = min(Eb),povm

∑
b

√
〈ρ0, Eb〉

√
〈ρ1, Eb〉

et le minimum est atteint pour Eb = |b〉〈b| avec |b〉 tel que: M =
∑
b µb|b〉〈b|.

Inversement, on a le corolaire suivant:

Propriété 5. Si U ∈ U(X ) est tel que Uρ
1/2
0 ρ

1/2
1 =

√
ρ

1/2
1 ρ0ρ

1/2
1 , et si {Eb}

est optimal pour {ρ0, ρ1}, alors:

∀b,∃µb ∈ C : Uρ
1/2
0 E

1/2
b = µbρ

1/2
1 E

1/2
b

de plus, les µb ont tous la même phase.
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Propriété 6. Soit ρ0, ρ1 ∈ D(X ) et Φ : L(X )→ L(X ⊗ X ) un canal, tels que:
∀s ∈ {0, 1} : Tr1 [Φ(ρs)] = Tr2 [Φ(ρs)] = ρs, alors:

F (Φ(ρ0),Φ(ρ1)) = F (ρ0, ρ1)

preuve. Tout d'abord, on a: F (Φ(ρ0),Φ(ρ1)) ≤ F (ρ0, ρ1)
en e�et, Tr [Φ(ρs)(Eb ⊗ Id)] = Tr1 [Tr2 [Φ (ρs) (Eb ⊗ Id)]]

= Tr [Eb Tr2 [Φ(ρs)]] = Tr [ρsEb]

d'où:
F (ρ0, ρ1) = min

{Eb}povm

∑
b

√
〈ρ0, Eb〉

√
〈ρ1, Eb〉

= min
{Eb}povm

∑
b

√
〈Φ(ρ0), Eb ⊗ Id〉

√
〈Φ(ρ1), Eb ⊗ Id〉

≥ min
{Ac}povm

∑
c

√
〈Φ(ρ0), Ac〉

√
〈Φ(ρ1), Ac〉

= F (Φ(ρ0),Φ(ρ1))

d'autre part, si on prend la représentation de Stinespring de Φ(X) = TrZ [UXU?],
avec Z un certain espace euclidien complexe et U ∈ U(X ;X ⊗ Z) une certaine
isométrie:
en répétant la preuve qui viens juste d'être donnée, tout en e�ectuant les rem-
placements suivants:
ρ0 → Φ(ρ0)
ρ1 → Φ(ρ1)
Φ(ρ0)→ Uρ0U

?

Φ(ρ1)→ Uρ1U
?

on obtient:

F (ρ0, ρ1) = F (Uρ0U
?, Uρ1U

?) ≤ F (TrZ [Uρ0U
?] ,TrZ [Uρ1U

?)]

= F (Φ(ρ0),Φ(ρ1))

⇒ F (Φ(ρ0),Φ(ρ1)) = F (ρ0, ρ1)

Comme corollaire, on a:

Propriété 7. Si F (ρ0, ρ1) = F (Φ(ρ0),Φ(ρ1)) et si {Eb} est optimal pour
{ρ0, ρ1}, alors: {Eb ⊗ Id} et {Id⊗Eb} sont optimaux pour {Φ(ρ0),Φ(ρ1)}

En combinant cela avec la propriété (5), cela donne:
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Propriété 8. Il existe Ũ et Ṽ unitaires tels que:

ŨΦ(ρ0)1/2Φ(ρ1)1/2 = Ṽ Φ(ρ0)1/2Φ(ρ1)1/2 =
√

Φ(ρ1)1/2Φ(ρ0)Φ(ρ1)1/2

et, ∀b :

ŨΦ(ρ0)1/2(Id⊗Eb) = αbΦ(ρ1)1/2(Id⊗Eb)

Ṽ Φ(ρ0)1/2(Eb ⊗ Id) = βbΦ(ρ1)1/2(Eb ⊗ Id)

αb, βb ≥ 0

Sachant cela, on dé�ni G =
∑
b αb|b〉〈b| et H =

∑
b βb|b〉〈b|:

Par construction: G,H ≥ 0

Propriété 9. G = H = M

preuve. En sommant les deux dernières égalités de (8):

{
ŨΦ(ρ0)1/2 = Φ(ρ1)1/2 (Id⊗G)

Ṽ Φ(ρ0)1/2 = Φ(ρ1)1/2 (H ⊗ Id)
(1)

ce qui donne: {
Φ(ρ0) = Φ(ρ0)1/2Ũ?Φ(ρ1)1/2 (Id⊗G)

Φ(ρ0) = Φ(ρ0)1/2Ṽ ?Φ(ρ1)1/2 (H ⊗ Id)

on prend la première trace partielle pour la première équation, et la seconde
trace partielle pour la seconde équation: ρ0 = Tr1

[
Φ(ρ0)1/2Ũ?Φ(ρ1)1/2

]
G

ρ0 = Tr2

[
Φ(ρ0)1/2Ṽ ?Φ(ρ1)1/2

]
H

(2)

on transforme le système (1) en:{
Φ(ρ1)1/2ŨΦ(ρ0)1/2 = Φ(ρ1) (Id⊗G)

Φ(ρ1)1/2Ṽ Φ(ρ0)1/2 = Φ(ρ1) (H ⊗ Id)

puis on prend la première trace partielle pour la première équation, et la
seconde trace partielle pour la seconde équation: Tr1

[
Φ(ρ1)1/2ŨΦ(ρ0)1/2

]
= ρ1G

Tr2

[
Φ(ρ1)1/2Ṽ Φ(ρ0)1/2

]
= ρ1H
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⇐⇒

 Tr1

[
Φ(ρ0)1/2Ũ?Φ(ρ1)1/2

]
= Gρ1

Tr2

[
Φ(ρ0)1/2Ṽ ?Φ(ρ1)1/2

]
= Hρ1

(3)

Parconséquent, en combinant (2) et (3):

ρ0 = Gρ1G = Hρ1H

par ailleurs, on a les égalités: ρ
1/2
1 ρ0ρ

1/2
1 = ρ

1/2
1 Gρ1Gρ

1/2
1 =

(
ρ

1/2
1 Gρ

1/2
1

)2

ρ
1/2
1 ρ0ρ

1/2
1 = ρ

1/2
1 Hρ1Hρ

1/2
1 =

(
ρ

1/2
1 Hρ

1/2
1

)2

⇒

 ρ
1/2
1 Gρ

1/2
1 =

√
ρ

1/2
1 ρ0ρ

1/2
1

ρ
1/2
1 Hρ

1/2
1 =

√
ρ

1/2
1 ρ0ρ

1/2
1

donc: G = H = M car ρ0 et ρ1 sont inversibles

On a ainsi:

ŨΦ(ρ0)1/2 = Φ(ρ1)1/2 (Id⊗M)

et
Ṽ Φ(ρ0)1/2 = Φ(ρ1)1/2 (M ⊗ Id)

Propriété 10. Soit M =
∑
b µb|b〉〈b| la décomposition spectrale de M, avec

∀b : µb > 0 et |b〉 base orthonormée.
∀b, c si µb 6= µc, alors: Φ(ρ0)1/2|b〉|c〉 = 0

preuve. En e�et:
Ṽ Φ(ρ0)1/2 = Φ(ρ1)1/2 (M ⊗ Id)

⇒ Φ(ρ0)1/2 = Ṽ ?Φ(ρ1)1/2 (M ⊗ Id)

⇒ Ṽ ?Φ(ρ1)1/2 = Φ(ρ0)1/2
(
M−1 ⊗ Id

)
et donc:

Ṽ ?ŨΦ(ρ0)1/2 = Ṽ ?Φ(ρ1)1/2 (Id⊗M) = Φ(ρ0)1/2
(
M−1 ⊗ Id

)
(Id⊗M)

i.e.
Ṽ ?ŨΦ(ρ0)1/2 = φ(ρ0)1/2

(
M−1 ⊗M

)
10



ainsi, Φ(ρ0)1/2|b〉 ⊗ |c〉 est vecteur propre de Ṽ ?Ũ unitaire, de valeur propre
µc

µb
> 0. Or les valeurs propres d'un opérateur unitaire sont de module 1

⇒ si µc 6= µb, alors Φ(ρ0)1/2|b〉 ⊗ |c〉 = 0

Propriété 11. Mρ0 = ρ0M

preuve. ∀b, b′ :

〈b′| (Mρ0 − ρ0M) |b〉 = (µb′ − µb) 〈b′|ρ0|b〉

= (µb′ − µb)
∑
c

(〈b′| ⊗ 〈c|) Φ(ρ0) (|b〉 ⊗ |c〉)

= (µb′ − µb)
∑
c

(
〈b′| ⊗ 〈c|Φ(ρ0)1/2

)(
Φ(ρ0)1/2|b〉 ⊗ |c〉

)
deux cas s'o�rent à nous:

1)µb′ = µb

⇒ 〈b′| (Mρ0 − ρ0M) |b〉 = 0

2)µb′ 6= µb

⇒ ∀c [µb 6= µc ∨ µb′ 6= µc]

⇒ 〈b′| (Mρ0 − ρ0M) |b〉 = 0

donc: Mρ0 = ρ0M

Propriété 12. ρ0ρ1 = ρ1ρ0

preuve. puisque ρ0 = Mρ1M :

ρ0ρ1 = ρ0M
−1ρ0M

−1 = M−1ρ0M
−1ρ0 = ρ1ρ0

Ceci termine la démonstration du théorème de non-di�usion.
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3 Guidage (steering)

3.1 guidage de Schrödinger

Le terme guidage à été introduit par Schrödinger, cela résulte de l'observation
que lorsque A (Alice, registre X) et B (Bob, registre Y) partagent un état pur
Ψ ∈ X ⊗Y, Alice peut, en e�ectuant une mesure qu'elle e�ectue sur son registre
guider l'état de Bob dans un ensemble d'états possibles après la mesure, cet
ensemble dépendant de la mesure (Alice guide ainsi l'état de Bob par le choix
de cette mesure.)

exemple: (Voir [6] page 72)
On suppose X = Y et dimX = d
Soit {ei}1≤i≤d une base orthonormée de X , et {fi}1≤i≤d une base orthonormée
de Y
Posons

Ψ =
∑

1≤i≤d

ei ⊗ fi

C'est l'état maximalement intriqué

Soit maintenant {f̄i}1≤i≤d un autre base orthonormée de Y, et U ∈ U(Y)
unitaire telle que ∀i ∈ {1, ..., d} : Ufi = f̄i

Propriété 13. On a:

Ψ =
∑

1≤j≤d

ēj ⊗ f̄j

où ēj est dé�ni par: ēj =
∑
i f̄

?
j Uf̄iei est une base orthonormée de X

preuve. on a successivement:

Ψ =
∑
i

ei ⊗ fi =
∑
i

ei ⊗ U?f̄i

=
∑
ij

ei ⊗ f̄j f̄?j U?f̄i =
∑
j

(∑
i

f̄?j Uf̄iei

)
⊗ f̄j

Ainsi, si Alice e�ectue, sur son registre, la mesure associée à la base {ēi},
alors, après cette mesure, l'état du registre de Bob est un des vecteur de la base
{f̄i}

3.2 généralisation aux opérateurs densité

Alice prépare l'état ρAB ∈ D(X ⊗ Y) et envoie le registre Y à Bob.
Alice veut agir à distance sur l'état de Bob en e�ectuant des mesures sur son
registre (X) (POVM µ(a|x) ≥ 0,∀x ∈ {1, ...,m} :

∑
1≤a≤n µ(a|x) = Id)

12



Elle peut e�ectuer m mesures, et chaque mesure fournit un numéro entre 1 et
n. voir [4] et [5]

La procédure est la suivante:

1) Alice prépare l'état ρAB ∈ D(X ⊗ Y), et envoie le registre Y à Bob.

2) Bob demande à Alice d'e�ectuer la mesure x ∈ {1, ...,m}

3) Alice e�ectue cette mesure et retourne le résultat a ∈ {1, ..., n} à Bob

4) Ils répètent ce schéma un nombre N >> 1 de fois, de façon indépendantes.

à la 1ère étape, Alice et Bob partagent ρAB , l'état e�ectif de Bob est
ρB = Tr1 ρ

AB

Bob choisi x aléatoirement, suivant la distribution de probabilité p(x)

La probabilité d'obtenir a avec la mesure x est:

p(a|x) = Tr1

[
µ(a|x)ρA

]
= Tr12

[
(µ(a|x)⊗ Id) ρAB

]
si ayant mesuré x, Alice obtient a; l'état total devient:(

µ(a|x)1/2 ⊗ Id
)
ρAB

(
µ(a|x)1/2 ⊗ Id

)
Tr [(µ(a|x)⊗ Id) ρAB ]

Donc, l'état de Bob est:

ρa|x =
Tr1

[
(µ(a|x)⊗ Id) ρAB

]
Tr [(µ(a|x)⊗ Id) ρAB ]

si Bob ne regarde pas le résultat d'Alice, alors, ce résultat étant aléatoire,
l'état e�ectif de Bob est:∑

a

ρa|xp(a|x) =
∑
a

Tr1 [(µ(a|x)⊗ Id) ρAB ] = Tr1 ρ
AB = ρB

⇒ l'état de Bob est inchangé (pas de signal).

Cependant, si Bob tient compte des résultats de mesures d'Alice et qu'il
partitionne ses registres en fonction de la valeur du couple (a, x), il obtient par
tomographie connaissance des états ρa|x.

On dé�ni: η(a|x) = Tr1

[
(µ(a|x)⊗ Id) ρAB

]
d'où:

ρa|x =
η(a|x)

Tr η(a|x)

13



p(a|x) = Tr η(a|x)

∀x,
∑
a

η(a|x) = ρB

Dans ce schéma, Alice in�uence l'état de Bob. Cependant, Bob est mé�ant,
il veut être certain que Alice a une in�uence non locale.
Dans ce but, il doit montrer que les états ρa|x qu'il obtient ne sont pas explica-
bles par un modèle à variables cachées locales. Voir [4]

3.3 Modèle à varable cachée locale :

Si Alice ne peut pas modi�er l'état de Bob uniquement par des mesures sur son
propre registre; elle peut toutefois:

1) tricher en ne préparant pas toujours le même état.
elle fournit à Bob l'état σλ avec λ connu de Alice. (σλ est préparé avec une
probabilité p(λ))

2) biaiser les statistique de Bob avec la réponse à la question x
Bob lui pose la question x, Alice connaissant λ et x répond a avec la probabilité
p(a|x, λ)

Cherchons, dans ce modèle, quels sont les états ρa|x :
Bob ne connait pas λ et Alice choisit λ avant de connaître x, il choisit donc x
indépendamment de λ:

p(λ, x) = p(λ)p(x)

L'état de Bob est (après avoir demandé x et reçu a).

ρa|x =
∑
λ

p(λ|a, x)σλ

=

∑
λ p(λ)p(x)p(a|λ, x)σλ∑
µ p(µ)p(x)p(a|µ, x)

=
η(a|x)

Tr η(a|x)
(Bayes)

avec: η(a|x) =
∑

p(λ)p(a|λ, x)σλ

on a:
p(a|x) = Tr η(a|x)

Ainsi, si Bob après ses tomographies obtient les opérateurs η(a|x) = p(a|x)ρa|x
dé�nis plus haut; et que il existe deux lois de probabilités p(λ) et p(a|λ, x) et
des états σλ tels que:

η(a|x) =
∑
λ

p(λ)p(a|λ, x)σλ

14



Alors Bob peut expliquer l'in�uence d'Alice avec un modèle à variables cachées
locales, et il n'est pas convaincu par l'action à distance d'Alice.

A contrario, si un tel modèle est impossible, alors Bob est certain qu'Alice
a au moins une in�uence non locale sur son registre.

3.4 lien entre le guidage et l'incompatibilité

montrons d'abord la proposition suivante:(cf [8] exercice 2.2)

Propriété 14. soient X le registre d'Alice, Y le registre de Bob, ρB ∈ D(Y),
u ∈ X ⊗ Y tel que: TrX (uu?) = ρB alors:
pour toute famille {η(a)}1≤a≤N ∈ Pos(Y) telle que:∑

1≤a≤N

η(a) = ρB

il existe un POVM {µ(a)}0≤a≤N ∈ Pos(X ) sur le registre X, tel que:

∀a ∈ {1, ..., N} : TrX [(µ(a)⊗ IdY)uu?] = η(a)

et
TrX [(µ(0)⊗ IdY)uu?] = 0

preuve. en e�et:
on décompose u en Schmidt: u =

∑
1≤i≤r αivi ⊗ wi avec ∀i : αi > 0, {vi}1≤i≤r

et {wi}1≤i≤r étant des familles orthonormées.
soit V le sous espace engendré par {vi}1≤i≤r
on pose ΠV ⊥ = le projecteur orthogonal sur V ⊥

la condition
∑

1≤a≤N η(a) = ρB implique que ∀1 ≤ a ≤ N : Im η(a) ⊂ Im ρB
or

ρB = TrX (uu?) =
∑

1≤i≤r

α2
iwiw

?
i

⇒ η(a) =
∑

1≤k,l≤r

ηkl(a)wkw
?
l

Dé�nissons{
µ(0) = ΠV ⊥

∀1 ≤ a ≤ N : µ(a) =
∑

1≤i,j≤r α
−1
i α−1

j ηji(a)viv
?
j

{µ(a)}0≤a≤N est le POVM cherché.
clairement µ(0) ≥ 0
aussi µ(a) ≥ 0 car puisque η(a) ≥ 0, on a : x?µ(a)x =

∑
1≤i,j≤r α

−1
i α−1

j x̄ixjηji =∑
1≤i,j≤r α

−1
j

¯̄xjηjiα
−1
i x̄i ≥ 0
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ensuite, la condition: ∑
1≤a≤N

η(a) = ρB

⇐⇒
∑

1≤k,l≤r

wkw
?
l

∑
1≤a≤N

ηkl(a) =
∑

1≤i≤r

α2
iwiw

?
i

⇐⇒ ∀1 ≤ k, l ≤ r :
∑

1≤a≤N

ηkl(a) = δklαkαl

donc: ∑
0≤a≤N

µ(a) = ΠV ⊥ +
∑

1≤a≤N

∑
1≤i,j≤r

α−1
i α−1

j ηji(a)viv
?
j

= ΠV ⊥ +
∑

1≤i,j≤r

α−1
i α−1

j δjiαiαjviv
?
j

= ΠV ⊥ +
∑

1≤i≤r

viv
?
i = ΠV ⊥ + ΠV = IdX

i.e. c'est bien un POVM.

en�n: ∀a ∈ {1, ..., N}

TrX [(µ(a)⊗ IdY)uu?] = TrX

 ∑
1≤i,j≤r

α−1
i α−1

j ηji(a)viv
?
j ⊗ IdY

 ∑
1≤k,l≤r

αkαlvkv
?
l ⊗ wkw?l


=

∑
1≤i,j,k,l≤r

α−1
i α−1

j αkαlηji(a)δjkδilwkw
?
l =

∑
1≤k,l≤r

ηkl(a)wkw
?
l = η(a)

et aussi:
TrX [(µ(0)⊗ IdY)uu?] = 0

soit maintenant {η(a|x)}(x,a)∈{1,...,m}×{1,...,n} un assemblage de ρB , i.e.

∀(x, a) ∈ {1, ...,m} × {1, ..., n} : η(a|x) ≥ 0

∀1 ≤ x ≤ m :
∑

1≤a≤n

η(a|x) = ρB

grâce à la proposition précedente, à cet assemblage est associé une famille de
POVM

{µ(a|x)}1≤x≤n et 0≤a≤n

tq:
TrX [(µ(a|x)⊗ IdY)uu?] = η(a|x)(1− δ0a)

Propriété 15. Si η(a|x) est un assemblage non guidable de ρB, alors, les
POVM µ(.|x) sont compatibles.
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preuve. supposer que {η(a|x)}x,a est non guidable est équivalent à l'existence
d'une décomposition de la forme ∀(x, a) ∈ {1, ...m} × {1, ..., n} :

η(a|x) =
∑

1≤λ≤L

p(λ)p(a|λ, x)σλ

comme expliqué plus haut.
d'où:

µ(a|x) =
∑

1≤i,j≤r

α−1
i α−1

j ηji(a|x)viv
?
j

=
∑

1≤λ≤L

p(a|λ, x)
∑

1≤i,j≤r

α−1
i α−1

j p(λ)(σλ)jiviv
?
j

µ(0|x) = ΠV ⊥

donc, si l'on dé�nis:
B0 = ΠV ⊥

Bλ =
∑

1≤i,j≤r

α−1
i α−1

j p(λ)(σλ)jiviv
?
j

q(a|x, λ) =


p(a|x, λ) si 1 ≤ λ ≤ L et 1 ≤ a ≤ n
0 si 1 ≤ λ ≤ L et a = 0
0 si λ = 0 et 1 ≤ a ≤ n
1 si λ = 0 et a = 0

Alors, ∀0 ≤ a ≤ x, 1 ≤ x ≤ m

µ(a|x) =
∑

0≤λ≤L

q(a|x, λ)Bλ

avec {Bλ}0≤λ≤L POVM, et q(a|x, λ) est une loi de probabilité; parconséquent,
les POVM {η(.|x)} sont compatibles.

Pour montrer que {Bλ}0≤λ≤L est un POVM, on procède comme suit:

IdX =
∑

0≤a≤n

µ(a|x) =
∑

0≤a≤n

∑
0≤λ≤L

q(a|x, λ)Bλ =
∑

0≤λ≤L

∑
0≤a≤n

q(a|x, λ)Bλ =
∑

0≤λ≤L

Bλ

réciproquement, étant donné une famille de POVM µ(.|x), on dé�nis un
assemblage η(.|x) de ρB par:

η(a|x) = TrX [(µ(a|x)⊗ IdY)uu?]

Propriété 16. Si les µ(.|x) sont compatibles, alors η(.|x) est non guidable
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preuve. e�ectivement, si ∀0 ≤ a ≤ n, 1 ≤ x ≤ m

µ(a|x) =
∑

1≤λ≤L

p(a|x, λ)Bλ

alors:

η(a|x) =
∑

1≤λ≤L

p(a|x, λ) Tr [(Bλ ⊗ IdY)uu?]
TrX [(Bλ ⊗ IdY)uu?]

Tr [(Bλ ⊗ IdY)uu?]

ce qui montre que {η(.|x)} est non guidable.

4 Critère d'incompatibilité (Zhu)

Voir les articles [1] et [2]
Si ~v, ~p ∈ R+n et f convexe f : R→ R

on dé�nis:
Df (~v||~p) =

∑
k

pkf(
vk
pk

)

Propriété 17. Pour toute matrice stochastique Λ, Df (Λ~v||Λ~p) ≤ Df (~v||~p)

preuve. En e�et:

Df (Λ~v||Λ~p) =
∑
i

(Λ~p)i f

(
(Λ~v)i
(Λ~p)i

)

=
∑
i

(Λ~p)if

∑
j

Λi,jpj
(Λ~p)i

vj
pj


≤
∑
i

(Λ~p)i
∑
j

Λi,jpj
(Λ~p)i

f

(
vj
pj

)

=
∑
j

pjf

(
vj
pj

)
= Df (~v||~p)

Si on prend f(x) = x2 : Df = D2

D2(~v||~p) =
∑
k

pk

(
vk
pk

)2

=
∑
k

v2
k

pk

C'est l'entropie relative de Rényi.

Soit deux ensembles {η(a)}, {θ(b)},∀a, b : η(a), θ(b) ≥ 0 représentant un
même état ρ, i.e.

∑
a η(a) =

∑
b θ(b) = ρ
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On écrit ~η = {η(a)}, et ~θ = {θ(b)}; ainsi que ~η ≺ ~θ lorsque il existe une
application stochastique p(a|b) telle que:

∀a : η(a) =
∑
b

p(a|b)θ(b)

Soit deux assemblages {η(a|x)}, {θ(b|y)}, que l'on abrègent en: (←→η ,
←→
θ )

On écrit
←→η ≺

←→
θ si ∀x∃y; ~η(x) ≺ ~θ(y)

Pour le guidage: soit←→η un assemblage de ρB , Alice guide Bob ssi pour tout
ensemble ~θ représentant ρB , on a: ∀x : ~ηx ⊀ ~θ

∀Q ∈ Pd(X ), on dé�nis:

GQ(~η) =
∑
a

|η(a)〉〉〈〈η(a)|
〈Q, η(a)〉

Où étant �xé une base ei de X , on dé�nit l'application eie
?
j → |eie?j 〉〉 =

ei⊗ej ; que l'on étend ensuite à L(X ) par linéarité (〈〈eie?j | = e?i ⊗e?j ) on renvoie
à [8] pages 23-24 pour plus de détails.

Pour Q > 0 �xé, GQ conserve l'ordre:

Propriété 18. Pour toute paire d'ensemble (~η, ~θ) représentant un même état ρ :

~η ≺ ~θ ⇒ GQ(~η) ≤ GQ(~θ)

preuve. En e�et, si ∀a; η(a) =
∑
b Λabθ(b) avec Λ stochastique, Alors ∀C ∈

L(X ) :

〈〈C|GQ(~η)|C〉〉 =
∑
a

|〈C, η(a)〉|2

〈Q, η(a)〉

=
∑
a

〈Q, η(a)〉

∣∣∣∣∣∑
b

Λab〈Q, θ(b)〉
〈Q, η(a)〉

〈C, θ(b)〉
〈Q, θ(b)〉

∣∣∣∣∣
2

≤
∑
a

〈Q, η(a)〉

(∑
b

Λab〈Q, θ(b)〉
〈Q, η(a)〉

|〈C, θ(b)〉|
〈Q, θ(b)〉

)2

≤
∑
a

〈Q, η(a)〉
∑
b

Λab〈Q, θ(b)〉
〈Q, η(a)〉

|〈C, θ(b)〉|2

〈Q, θ(b)〉2

=
∑
b

|〈C, θ(b)〉|2

〈Q, θ(b)〉
= 〈〈C|GQ(~θ)|C〉〉

⇒ GQ(~η) ≤ GQ(~θ)
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On dé�ni

RQ : X ⊗ X → X ⊗X

par:

∀S ∈ L(X ) : RQ|S〉〉 =
1

2
|SQ+QS〉〉

Propriété 19. RQ ≥ 0

preuve. ∀S ∈ L(X )

〈〈S|RQ|S〉〉 =
1

2
〈〈S|SQ+QS〉〉 =

1

2
TrS?SQ+ TrS?QS

=
1

2

TrSQS?︸ ︷︷ ︸
≥0

+ TrS?QS︸ ︷︷ ︸
≥0

 ≥ 0

⇒ RQ est positif.

Propriété 20.

Tr [RQGQ(~η)] ≤ Tr ρB

avec égalité si et seulement si ∀a; rank η(a) = 1

preuve.

Tr [RQGQ(~η)] = Tr

[
RQ

∑
a

|η(a)〉〉〈〈η(a)|
〈Q, η(a)〉

]

=
1

2

∑
a

1

〈Q, η(a)〉
Tr [|η(a)Q+Qη(a)〉〉〈〈η(a)|]

=
∑
a

Tr
[
Qη(a)2

]
Tr [Qη(a)]

Soit X = η(a)
Tr η(a) , on a: 0 < X ≤ Id⇒ X2 ≤ X

⇒ TrQη(a)2

(Tr η(a))2
= TrQX2 ≤ TrQX =

TrQη(a)

Tr η(a)

⇒ TrQη(a)2

TrQη(a)
≤ Tr η(a)

d'où:
Tr [RQGQ(~η)] ≤

∑
a

Tr η(a) = Tr ρB
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si ∀a : rank η(a) = 1, alors, η(a) = λσ(a) avec λ > 0 et σ(a) ∈ D(X ), tel que: σ(a)2 =
σ(a)

⇒ TrQη(a)2

TrQη(a)
=
λ2

λ

TrQσ(a)2

TrQσ(a)
= λ = Tr η(a)

⇒ Tr [RQGQ(~η)] = Tr ρB

réciproquement, si Tr [RQGQ(~η)] = Tr ρB , alors:

∀a :
TrQη(a)2

TrQη(a)
= Tr η(a)

⇒ ∀a :
TrQη(a)2

(Tr η(a))2
=

TrQη(a)

Tr η(a)

⇒ ∀a : TrQX2
a = TrQXa

⇒ ∀a : TrQ(Xa −X2
a) = 0

⇒ ∀a : TrQ1/2(Xa −X2
a)Q1/2 = 0

or Xa −X2
a ≥ 0⇒ Q1/2(Xa −X2

a)Q1/2 ≥ 0

⇒ ∀a : Q1/2(Xa −X2
a)Q1/2 = 0

⇒ ∀a : Xa −X2
a = 0

⇒ ∀a : X2
a = Xa ⇒ ∀a : rank η(a) = 1

Propriété 21. On a:

Tr [GId(~η)] =
∑
a

Tr η(a)2

Tr η(a)
≤ Tr ρB

preuve. En e�et: RIdX = IdL(X ) et égalité ssi ∀a : rank η(a) = 1

Propriété 22. On a (avec Q = Id):

G(~η) ≥ |ρB〉〉〈〈ρB |
Tr ρB

TrG(~η) ≥ Tr ρ2
B

Tr ρB

preuve. On utilise le fait que ρB ≺ ~η

Soit G̃Q = R
1/2
Q GQR

1/2
Q

on pose:

Dé�nition 1.

τQ(←→η ) = inf{TrF : F ≥ G̃Q(~η(x))(∀x)}
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Propriété 23.
←→η ≺

←→
θ ⇒ τQ(←→η ) ≤ τQ(

←→
θ )

si ←→η est non guidable:

τQ(←→η ) ≤ Tr ρB

preuve.
←→η ≺

←→
θ ⇐⇒ ∀x∃y : ~η(x) ≺ ~θ(y)

si ∀y : F ≥ G̃Q(~θ(y)) et τQ(
←→
θ ) + ε ≥ TrF ≥ τQ(

←→
θ )

alors ∀x : F ≥ G̃Q(~η(x))⇒ TrF ≥ τQ(←→η )

donc τQ(
←→
θ ) ≥ τQ(←→η )

←→η non guidable ⇐⇒ ∃~θ ensemble pour ρB tel que:

∀x : ~θ � ~η(x)

⇒ ∀x, ∀Q ∈ Pd(X ) : GQ(~θ) ≥ GQ(~η(x))

⇒ ∀x, ∀Q > 0 :

R
1/2
Q GQ(~θ)R

1/2
Q ≥ R1/2

Q GQ(~ηx)R
1/2
Q

d'un autre coté:

Tr
[
R

1/2
Q GQ(~θ)R

1/2
Q

]
= Tr

[
RQGQ(~θx)

]
≤ Tr ρB

cela implique:
τQ(←→η ) ≤ Tr ρB

on a le corollaire suivant:

Propriété 24. 1) Si ←→η ≺
←→
θ , alors:

τ(←→η ) ≤ τ(
←→
θ )

2) Tout assemblage non guidable ←→η satisfait à:

τ(←→η ) ≤ Tr ρB

Propriété 25. Si ρB est inversible, alors:
←→η admet un ra�nement d'ordre un ssi la famille de POVM ρ

−1/2
B
←→η ρ−1/2

B

admet un 1-ra�nement.

Propriété 26. Si ρB est inversible et si ←→η assemblage de ρB admet un 1-
ra�nement, alors:

τQ(ρ
−1/2
B
←→η ρ−1/2

B ) ≤ d
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preuve. en e�et, les POVM ρ
−1/2
B ~ηxρ

−1/2
B sont 1-ra�nables, on applique (23),

en utilisant le fait que ∀x :
∑
a ρ
−1/2
B η(a|x)ρ

−1/2
B = Id et Tr Id = d

Propriété 27. Tout ensemble ~η pour ρB satisfait à:

G(~η) ≤ RρB

preuve. ∀C opérateur C = A+ iB avec A et B hermitiens.
on a que:

〈〈A+iB|G(~η)|A+iB〉〉 = 〈〈A|G(~η)|A〉〉+〈〈B|G(~η)|B〉〉+i [〈〈A|G(~η)|B〉〉 − 〈〈B|G(~η)|A〉〉]

or avec A et B hermitiens

〈〈A|G(~η)|B〉〉 =
∑
a

〈A, η(a)〉〈η(a), B〉
Tr η(a)

=
∑
a

〈B, η(a)〉〈η(a), A〉
Tr η(a)

= 〈〈B|G(~η)|A〉〉

d'où:
〈〈C|G(~η)|C〉〉 = 〈〈A|G(~η)|A〉〉+ 〈〈B|G(~η)|B〉〉

de la même manière,

〈〈C|RρB |C〉〉 = 〈〈A|RρB |A〉〉+ 〈〈B|RρB |B〉〉+ i [〈〈A|RρB |B〉〉 − 〈〈B|RρB |A〉〉]

or:
〈〈A|RρB |B〉〉 − 〈〈B|RρB |A〉〉

=
1

2
(Tr [A(ρBB +BρB)]− Tr [B(ρBA+AρB)]) = 0

⇒ 〈〈C|RρB |C〉〉 = 〈〈A|RρB |A〉〉+ 〈〈B|RρB |B〉〉

�nalement, pour tout A opérateur hermitiens:

〈〈A|G(~η)|A〉〉 =
∑
a

〈A, η(a)〉〈η(a), A〉
Tr η(a)

=
∑
a

∣∣〈Aη(a)1/2, η(a)1/2〉
∣∣2

〈η(a)1/2, η(a)1/2〉

≤
∑
a

〈Aη(a)1/2, Aη(a)1/2〉 =
∑
a

Tr(A2η(a)) = Tr(A2ρB)

=
1

2
(TrAAρB + TrAAρB) =

1

2
(TrAAρB + TrAρBA)

=
1

2
(〈A,AρB〉+ 〈A, ρBA〉)

=
1

2
〈〈A|AρB + ρBA〉〉 = 〈〈A|RρB |A〉〉

∀A hermitien 〈〈A|G(~η)|A〉〉 ≤ 〈〈A|RρB |A〉〉
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donc:
∀C

〈〈C|G(~η)|C〉〉 = 〈〈A|G(~η)|A〉〉+〈〈B|G(~η)|B〉〉 ≤ 〈〈A|RρB |A〉〉+〈〈B|RρB |B〉〉 = 〈〈C|RρB |C〉〉
⇒ G(~η) ≤ RρB

Propriété 28. Tout assemblage ←→η pour ρB obéit à:

τ(←→η ) ≤ dTr ρB

preuve. le numero (27) implique:

τ(←→η ) ≤ TrRρB

reste donc à calculer TrRρB
Pour tout Q ≥ 0,TrRQ = dTrQ
e�ectivement:

TrRQ =
∑
ij

〈〈Eij |RQ|Eij〉〉 =
1

2

∑
ij

〈〈Eij |QEij + EijQ〉〉

=
1

2

∑
ij

(Tr(EjiQEij) + Tr(EjiEijQ))

=
∑
ij

TrEiiQ =
∑
ij

e?iQei = dTrQ

On s'intéresse au problème suivant:
étant donné {Aj}1≤j≤n ∈ Pos(X )

que vaux t( ~A) = inf{TrF |∀j : F ≥ Aj} ?

Propriété 29. Ce problème peut se formuler dans le cadre de la programmation
semi-dé�nie:

Principal

maximiser
∑

1≤i≤n

〈Ai, Bi〉

avec {Bi}1≤i≤n tel que

∀i : Bi ≥ 0∑
i

Bi = IdX

Dual

minimiser TrF

F tel que ∀i : F ≥ Ai
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preuve. (pour un résumé des dé�nitions et résultats utilisés, cf [8] page 53)

en e�et: soit {1, ..., n} = S

on pose:
Φ : L(CS ⊗X )→ L(X )

Φ = TrCS

A =
∑
i

Eii ⊗Ai ∈ Herm(CS ⊗X )

B = IdX ∈ Herm(X )

l'action de Φ se calcule comme suit:

X ∈ L(CS ⊗X )⇒ ∃!{Bij}i,j∈S ∈ L(X ) tel que X =
∑
i,j∈S

eie
?
j ⊗Bij

⇒ Φ(X) =
∑
i∈S

Bii

X ≥ 0⇒ Bii ≥ 0(∀i ∈ S)

Φ(X) = IdX ⇐⇒
∑
i∈S

Bii = IdX

〈A,X〉 = 〈
∑
i∈S

Eii ⊗Ai,
∑
j,k∈S

Ejk ⊗Bjk〉

= TrCS ⊗X

∑
i,k∈S

Eik ⊗AiBik

 =
∑
i∈S

Tr [AiBii] =
∑
i∈S
〈Ai, Bii〉

d'où, ∀X ∈ A =
{
X ∈ Pos

(
CS ⊗X

)
: Φ(X) = IdX

}
il existe un POVM {Bi}i∈S tel que si on dé�ni X =

∑
i∈S Eii ⊗Bi, alors:

〈A,X〉 =
∑
i∈S
〈Ai, Bi〉

Ainsi,

sup
X
{〈A,X〉|X ≥ 0 et Φ(X) = IdX } = sup

{Bi}i∈S

{∑
i∈S
〈Ai, Bi〉|{Bi} POVM

}
il faut aussi véri�er:

inf
Y
{〈IdX , Y 〉|Φ?(Y ) ≥ A et Y ∈ Herm(X )} = inf

Y
{TrY |∀i ∈ S : Y ≥ Ai}

commençons par déterminer Φ?(Y )

L(CS ⊗X )
Φ //

L(X )
Φ?
oo

〈Φ(X), Y 〉 = 〈X,Φ?(Y )〉
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Lemme. ∀Y ∈ L(X ) : Φ?(Y ) =
∑
i∈S Eii ⊗ Y

preuve. ∀X ∈ L(CS ⊗X ) :

〈Φ(X), Y 〉 = TrX

[∑
i

B?iiY

]

et, 〈X,Φ?(Y )〉 =

TrCS ⊗X

∑
ij

Eij ⊗Bij

?(∑
k

Ekk ⊗ Y

) = TrCS ⊗X

∑
ij

Eji ⊗B?ijY

 = TrX

[∑
i

B?iiY

]

En�n, Φ?(Y ) ≥ A ⇐⇒
∑
i∈S Eii ⊗ (Y −Ai) ≥ 0

⇐⇒ ∀i ∈ S : Y −Ai ≥ 0

⇒ on a bien notre programme semi dé�ni.

On pose:

A =
{
X ∈ Pos(CS ⊗X) tel que: Φ(X) = IdX

}
B = {Y ∈ Herm(X) tel que: Φ?(Y ) ≥ A}

α = sup {〈A,X〉 : X ∈ A}

β = inf {〈B, Y 〉 : Y ∈ B}

Propriété 30.

−∞ < α = β < +∞

∃X ∈ A : 〈A,X〉 = α

∃Y ∈ B : 〈B, Y 〉 = β

preuve. l'existence de POVM {Bi}1≤i≤n implique que α > −∞
de plus, pour tout POVM {Bi}1≤i≤n:∑

i∈S
〈Ai, Bi〉 ≤

∑
i∈S
〈Ai, IdX 〉 =

∑
i∈S

TrAi

⇒ α ≤
∑
i∈S

TrAi < +∞

ensuite, on remarque que l'ensemble des F tels que F ≥ Ai pour tout i, est non
vide.

⇒ β < +∞
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de plus un tel F satisfait à: ∀i ∈ S : TrF ≥ TrAi

⇒ β ≥ max
i∈S

TrAi > −∞

maintenant, si on prend Y = IdX +
∑
i∈S Ai, alors ∀i ∈ S : Y > Ai ⇒∑

i∈S Eii ⊗ (Y −Ai) > 0⇒ Φ?(Y ) > A

et si on choisi X =
∑
i∈S Eii ⊗

IdX
|S| , alors X > 0, et Φ(X) = IdX

⇒ on est dans les conditions d'application du théorème de Slater ([8] théorème
1.18)

soit {Ai}i∈S ∈ Pos(X )

et t( ~A) = min {TrF |F ≥ Ai(∀i)}

Propriété 31. t( ~A) ≤
∑
i TrAi

Propriété 32. t( ~A) =
∑
i TrAi ⇐⇒ les Ai ont des support 2 à 2 orthogonaux.

preuve. comme t( ~A) = max
{∑

i∈S〈Ai, Bi〉|{Bi} POVM
}
, si les Ai ont des

supports 2 à 2 orthogonaux, on prend Bi = la projection orthogonale sur le
support de Ai, on a:

Bi ≥ 0,
∑
i

Bi = Id et
∑
i∈S

TrAiBi =
∑

TrAi

⇒ t( ~A) =
∑
i

TrAi

réciproquement, si t( ~A) =
∑
i TrAi

alors il existe un POVM {Bi}i∈S tel que:∑
i∈S
〈Ai, Bi〉 =

∑
i∈S
〈Ai, IdX〉

⇐⇒
∑
i∈S
〈Ai, Bi − IdX 〉 = 0

⇒ ∀i ∈ S : 〈Ai, IdX −Bi〉 = 0

⇒ ∀i ∈ S : ImAi ⊥ Im(IdX −Bi)

⇐⇒ ImAi ⊂ ker(IdX −Bi)

or, i 6= j ⇒ ker(IdX −Bi) ⊥ ker(IdX −Bj)
en e�et: si x ∈ ker(IdX −Bi) et y ∈ ker(IdX −Bj)
alors Bix = x et Bjy = y
puisque Bi +Bj ≤ IdX , on a:

x?Bix+ x?Bjx ≤ x?x
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⇐⇒ x?x+ x?Bjx ≤ x?x

⇐⇒ x?Bjx ≤ 0

⇐⇒ x?Bjx = 0

⇐⇒ Bjx = 0

donc, x est un vecteur propre de Bj de valeur propre 0 6= 1

⇒ x ⊥ y

parconséquent: i 6= j ⇒ ImAi ⊥ ImAj

Propriété 33. si les Ai sont 2 à 2 orthogonaux, alors:

F ≥ Ai(∀i ∈ S) et TrF = t( ~A)⇒ F =
∑
i∈S

Ai

preuve. en e�et: si i 6= j ⇒ ImAi ⊥ ImAj alors Bi = A+
i Ai = Πi est un POVM

tel que: ∑
i∈S
〈Ai, Bi〉 =

∑
i∈S

TrAi

i.e.
X =

∑
i∈S

Eii ⊗Πi ∈ A et 〈A,X〉 =
∑
i∈S

TrAi

si F ≥ Ai(∀i ∈ S) et TrF = t( ~A) =
∑
i∈S TrAi, alors

F ∈ B, et 〈IdX , F 〉 = 〈A,X〉

⇒ Φ?(F )X = AX (slackness) voir [8] théorème 1.19

⇐⇒

(∑
i∈S

Eii ⊗ F

)∑
j inS

Ejj ⊗Πj

 =

(∑
i∈S

Eii ⊗Ai

)∑
j inS

Ejj ⊗Πj


⇐⇒

∑
i∈S

Eii ⊗ FΠi =
∑
i∈S

Eii ⊗AiΠi =
∑
i∈S

Eii ⊗Ai

⇐⇒ ∀i ∈ S : FΠi = Ai

⇒ F =
∑
i∈S

FΠi =
∑
i∈S

Ai

Propriété 34. tout assemblage {η(a|x)} =←→η satisfait:

τ(←→η ) ≤
∑
x

Tr [G(~η(x))] =
∑
a,x

Tr η(a|x)2

Tr η(a|x)

égalité ssi (x 6= y ⇒ ∀a, b : η(a|x) ⊥ η(b|y))

28



preuve.
τ(←→η ) = inf {TrF : F ≥ G(~η(x))(∀x)}

⇒ τ(←→η ) ≤
∑
x

Tr (G(~η(x)))

avec égalité ssi x 6= y ⇒ G(~η(x)) ⊥ G(~η(y))

⇐⇒

[
x 6= y ⇒

∑
a

|η(a|x)〉〉〈〈η(a|x)|
Tr η(a|x)

⊥
∑
b

|η(b|y)〉〉〈〈η(b|y)|
Tr η(b|y)

]

⇐⇒ [x 6= y ⇒ ∀a, b : 〈〈η(a|x)||η(b|y)〉〉 = 0]

⇐⇒ [x 6= y ⇒ ∀a, b : η(a|x) ⊥ η(b|y)]

Propriété 35. Tout assemblage ←→η pour ρB satisfait:

τ(←→η ) ≤ mTr ρB égalité ssi:
[[
∀a, b, x, y : x 6= y ⇒ ρa|x ⊥ ρb|y

]
et ∀a, x : rank ρa|x = 1

]
avec m le nombre de POVM qui constituent L'assemblage ←→η

preuve. on sait que:

τ(←→η ) ≤
∑
x

Tr (G(~η(x))) ≤ mTr ρB

la première inégalité est une égalité si et seulement si x 6= y,∀a, b : η(a|x) ⊥
η(b|y)
la seconde est une égalité ssi ∀a, x rank η(a|x) = 1

♣♦♥♠
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