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Contexte

L’échographie (ou l’imagerie ultrasonore) fait partie des principales méthodes d’imagerie
en raison de son caractère non invasif, non ionisant et de son coût modéré. Elle souffre cepen-
dant d’une résolution spatiale limitée et, dans certains cas (dont l’imagerie 3D) d’une quantité
très volumineuse de données acquises. Introduit en 2006 dans le domaine des mathématiques
appliquées [1], l’échantillonnage compressé (EC) est une théorie qui permet de reconstituer
un signal (ou une image) à partir d’un très faible nombre de mesures, au-delà de la limite im-
posée classiquement par le théorème de Shannon. Pour que cette reconstruction soit parfaite
avec une forte probabilité, des conditions sont nécessaires : le signal doit être parcimonieux
(c’est-à-dire, avoir peu de coefficients non nuls) dans une base connue et la base de mesures
doit être incohérente avec cette base et le nombre de mesures doit être suffisant par rapport
au taux de parcimonie du signal. L’EC peut donc se résumer ainsi. Soit un signal x ∈ R

N ,
considéré K-sparse dans une base Ψ (i.e. s = Ψx ∈ R

N contient au plus K valeurs non nulles).
Soit y ∈ R

M un vecteur de mesures, avec y = Φx, M ≪ N . Si les deux bases Ψ et Φ sont
incohérentes [1] et M ≥ CK logK (pour une constante C), alors il est possible de retrouver
s (et donc x) à partir de y. Il faut noter que le nombre de mesures M ne dépend que de la
parcimonie K et non pas de la taille du signal N ; en effet, la méthode trouve son intérêt dans
les situations où K ≪ N . La procédure de reconstruction est la suivante :

s = argmin
y=ΦΨ−1s̃

‖s̃‖1. (1)

L’intérêt de cette procédure de reconstruction se trouve dans sa complexité algorithmique
réduite. L’approche näıve de retrouver l’élément le “plus parcimonieux” (i.e. de support mini-
mal) parmi l’ensemble des solutions du système sous-determiné y = ΦΨ−1s̃ est très couteuse
en temps de calcul, étant un problème combinatoire NP-difficile. L’originalité de la méthode

1



consiste a remplacer la minimisation de la norme ‖ · ‖0 (la taille du support) par la minimisa-
tion de la norme ‖ · ‖1. En effet, on dispose des algorithmes rapides et puissants pour résoudre
le problème ℓ1 de façon efficace. Le choix de la norme 1 est très important, comme le suggère
la Figure 1.

A

B

Figure 1 – Dans le cas où l’espace des solutions de y = ΦΨ−1s̃ est de dimension 1 (droite
bleue), la minimisation de la norme 1 donne la solution la plus parcimonieuse A, contrairement
à la minimisation de la norme 2 (B).

Généralement, il a été montré [1] qu’une matrice Φ avec des entrées i.i.d. Gaussiennes
aléatoires est incohérente avec n’importe quelle base Ψ déterministe. Dans nos précédents
travaux concernant l’application de l’EC en imagerie ultrasonore [2], nous avons utilisé une
variante d’un cas particulier d’EC, également appelé partial Fourier transform [3]. Dans notre
cas, la base de parcimonie est la transformée de Fourier 2D (F) et la base de mesures est une
décimation aléatoire de l’image (D). L’équation (1) devient dans notre cas :

s = argmin
y=DF−1s̃

‖s̃‖1. (2)

Si D représente une décimation aléatoire de l’image, alors il a été montré théoriquement
que la reconstruction est parfaite (l’erreur de reconstruction est de l’ordre de la puissance du
bruit dans les mesures). Cependant, en imagerie ultrasonore une décimation complètement
aléatoire ne présente pas beaucoup d’intérêt pratique. Nous avons ainsi proposé d’utiliser une
décimation comme montré par l’image (le masque) ci-dessous (Figure 2(a)). Ainsi, nous avons
considéré une décimation aléatoire de certaines colonnes de l’image, et nous avons interdit des
mesures sur des colonnes entières, aléatoirement choisies. Nous avons également proposé un
extension pour des volumes de données 3D (Figure 2(b)).

Comme prévu, cette façon de décimer les images n’est pas totalement aléatoire, ce qui
implique des moins bons résultats de reconstruction.

Objectifs du stage

Le premier objectif du stage est d’étudier les propriétés mathématiques des matrices de
décimation introduites ci-dessous, dans le cadre de l’EC. Ces propriétés, ainsi que des ca-
ractéristiques intrinsèques des images (comme par exemple le taux de corrélation entre les
colonnes de l’image), devraient nous mener à établir des bornes théoriques pour la réussite de
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Figure 2 – Schémas de décimation proposés en imagerie ultrasonore.

l’EC. Ainsi, nous seront capables d’apporter des réponses théoriques à des questions pratiques
comme :

1. Quel est le nombre minimal de mesures pour une reconstruction parfaite ?

2. Quel est le nombre minimal de colonne de l’image à échantillonner ?

3. Quel est le lien entre le nombre de mesures et le taux de parcimonie (ou le taux de
corrélation entre les colonnes de l’image) ?

4. Quelle sont les propriétés “idéales” de la base de parcimonie à utiliser ?

Le deuxième objectif du stage, est d’apporter une modification (une transformation supplé-
mentaire) capable de ramener le cas de notre décimation pseudo-aléatoire au plus près du cas
idéal d’une décimation aléatoire. Pour cela, nous pourront utiliser des approches similaires
à proposées dans des travaux récents (décomposition de la matrice de mesure sous forme de
plusieurs matrices élémentaires avant des propriétés bien connues) [3]. Un lien théorique sera
également fait avec des méthodes d’EC adaptées à la reconstruction de signaux corrélés [4].

Le troisième objectif du stage sera d’évaluer la possibilité de faire de l’EC avec des matrices
déterministes, plus facilement réalisables en pratique.
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